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R. Rosca e L. Vanhecke, Variétés spatiales de codimension, ecc. 5^3

G eom etria differenziale. —  Variétés spatiales de codimension 
deux immergées dans un espace de Minkowski muni d'une connexion 
principale. Nota di R ad u  R o s c a  e L ie v e n  V a n h e c k e ,  p re se n ta ta  (#) 
dal Socio E. B o m p ian i.

RIASSUNTO. — Studio di varietà di codimensione due immerse in uno spazio di Min
kowski dotato di una connessione principale.

Dans cette note on considère une variété spatiale de codimension deux 
immergée dans un espace de Minkowski qui est muni d ’une connexion prin
cipale. On donne des considérations concernant certains champs normaux, 
la partie tangentielle du vecteur de position et la 1-forme de position. La con
sidération d ’une structure presque symplectique permet de formuler des 
propriétés de ce champ et de cette 1-forme en relation avec les duaux par 
rapport à la structure. Enfin, on donne une série de formules intégrales.

1. Soit Jf*  un espace de Minkowski à n dimensions et soit T x (J tn) l’es
pace tangent en chaque point x e J T .  On peut écrire T x (J in) =  H* (JT )  
© S* (J tn) ou H* (JF) =  { Ba ; a =  1, n } et S* (JT) == { ; r  == 2 , 3 — 1}
sont respectivement un 2-plan hyperbolique et un (n — 2)-plan spatial. Les 
vecteurs isotropes réels £a et les vecteurs spatiaux forment une base 
vectorielle quasi-orthonormée [2], [6] dont la base duale est {aA; A =  
=  I , 2 , • • - , n ). Une connexion telle que =  kr olt , oc* =  kr ocr (ne pas 
sommer) est dénommée [7] une connexion principale et une pareille 
assure l’esistehce des sous-variétés spatiales de codimension deux.

2. Soit alors /  : V”“2 -> JFp l’immersion d ’une pareille variété dans un 
espace de Minkowski structuré par (noté par J tp). Cette immersion (qui 
est toujours à connexion normale triviale) met en évidence deux champs nor
maux [7] : le champ X (champ normal principal) qui définit toujours 
une section minimale dans le fibré normal de V*“2 et son associé X qui dans 
le cas où/  est ombilicale, est homothétique à un certain champ concourant [8]

V n —2
s • '
=  <(x > dxy  étant la 1 -forme de position (x vecteur de position de V^~2), 

cette forme est harmonique si et seulement si la composante tangentielle T 
de x  définit un automorphisme infinitésimal de l’élément de volume 73 de V”~2.

(*) Nella seduta del 14 dicembre 1974.
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Dans le cas particulier où f  est ombilicale, elle est nécessairement non 
substantielle (dans le sens de Yano et Chen [8]) et ces qualités entraînent un 
ensemble de propriétés dont nous citerons ici:

(i) la connexion induite est équi-affine;
(ii) 1 application de Gauss est conforme et 2 est einsteinienne;

(iü) la forme ÿ  est une forme propre de l’opérateur harmonique 
A =  dS +  8d.

3. Supposons maintenant « =  2 w e t  considérons sur V T 2 la structure 
presque symplectique Sp (Qi) définie par la 2-forme

(1) O =  a2 A a3 +  a4 A a5 +  • • • +  aM~2 A a«"1 .

J étant l’isomorphisme UT* (J ff)  -> UT* ÇJlp) : Y Y J  Q, soient f  et l  
respectivement le champ et la 1-forme définis par f  =  J""1 ® , $  =  T J û . *  
désignant, conformément à l’usage, l’opérateur d ’adjonction, on trouve

(2) <$A*<JO =  o , < T , T > =  o ,

(3) ^ =  o (fid dérivé de Lie)

et si /  est ombilicale, alors

(4) ddr  ~  — 2 X<p .

THEOREME, jfâp étant un espace de M inkowski de dimension paire 
(n =  2 ni) et structuré par une connexion soit f  : V n~2 -> J t np Vimmersion 
d'une variété spatiale de codimension deux. Soient ^ , T et Çi la 1-forme de 
position, la composante tangentielle du vecteur de position et la 2 form e presque 
symplectique (1); $ et T la 1 form e et le champ vectoriel qui correspondent 
par dualité symplectique respectivement à T  et <p. Alors:

S» O
(i) T et T de même que ^ et ip sont orthogonaux;

(11) T est un automorphisme infinitésimal de ^ et si l'immersion est 
ombilicale T est une transformation infinitésimale conforme de <p;

(iii) et $ satisfont aux relations

(5 )  . L - 8 <!>===*$ , 1 ^ $  =  — # <|,

( l - =  : A1 (V T1) -  A*-° (VT2) =  ^ )T [5]) ;

(iv) dans le cas n =  4 , est Çi-harmonique (d A |^  =  o, * adjointe 
symplectique [5]).

4. Supposons maintenant que V* 2 (qui est de métrique définie négative)
est compacte, orientée et sans bord. A l’aide de la formule générale de Stokes
on établit les formules intégrales suivantes (du même type que celles données
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dans [ I ] ,  [2], [4]):

(6) j { n  —  2 — <*,X>}7] =  o,

(7) I { « — 2 — 2 tr  9 (e) <* , e>} 7) +  [* j p2 k +  A. *1 £ j -q =  0 ,

(8) J < V / ,  X>7) +  J / ( k  — 2 — < * , X»7)  =  0 .

Dans (7) * =  -y=- (pli +  j  I«) est un champ normal unitaire quelconque,

9(e) la seconde forme fondamentale — <cbc ,Ve> , k ='Lkr , k ='Lkr et x = T  +  
+  xl l i  +  x n Dans (8) V / est le gradient d ’une fonction dilîérentiable f  
sur V T 2.

De plus, on a

(8)

(10)

(11) 

et

(12)

Xy) =  o .

J (div„ Y) 7] =  o , Y champ tangent quelconque,

a vecteur constant,

A < « , * >  =  < a , X > .
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