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Geometria differenziale. — Elementi curvilinei tangenti nell'ordi­
nano spazio proiettivo. Nota di L ucia M a nna  C iarrapico, pre­
sentata (*} dal Socio E . B o m pia n i .

Summary. — The projective invariants of two flex tangent differential elements (in the 
3-dimensional projective space) are determined up to the individualization of an intrinsically 
reference system.

1. In  una N ota lincea del 1935 L L  E. Bompiani ha preso in esame due 
elementi differenziali curvilinei nel piano e nello spazio, ed in particolare ha 
considerato due elementi del terzo ordine (nello spazio) con lo stesso centro, 
la stessa tangente (non di flesso), piani osculatori (a contatto del 20 ordine) 
distinti ed ha dim ostrato l’esistenza di un invariante finito. Successivamente 
A. le rra c in i [2], [3] ha dato di tale invariante un interessante significato geo­
metrico. Egli proietta i due elementi del 30 ordine da due centri distinti G, 
G ' su un piano a passante per la tangente comune t dei due elementi. Le due 
proiezioni coincidono se nella stella di centro O si determ ina una corrispondenza 
(in cui si corrispondono OG, OG') generalm ente quadratica dipendente dal 
piano oc, corrispondenza che si riduce ad una omografia per un solo piano oc*. 
Il birapporto di oc*, del piano principale relativo ai due E3 e dei loro piani 
osculatori è l ’invariante determ inato da E. Bompiani.

Ancora in una N ota lincea [4] del 1968 E. Bompiani dà un procedimento 
nuovo per trovare detto invariante; inoltre prosegue la ricerca per elementi 
d ’ordine più elevato, sia nel caso che i due elementi abbiano piani osculatori 
distinti, sia nel caso che li abbiano coincidenti, fino alla determ inazione di 
un  riferim ento proiettivo intrinseco.

In  questa N ota mi propongo di esam inare la stessa questione nel caso che 
la tangente comune sia di flesso.

2. Consideriam o dapprim a due elementi curvilinei differenziali con lo 
stesso] centro O, aventi ivi la stessa tangente, di flesso per am bedue (a contatto 
del 20 ordine), m a piano iperosculatore (a contatto del 30 ordine e non superiore) 
diverso.

In  un sistem a di coordinate proiettive non omogenee x  , y  , z, che abbia 
come origine O, per asse #  la tangente comune t ( y  =  z =  o), come piano 
x y ( z  == o) il piano iperosculatore al primo elemento, i due elementi E6 ed E6 
(ai quali senz’altro ci riferiam o poiché con elementi d ’ordine inferiore non

(*) Nella seduta del 14 dicembre 1974.
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si arriva a determ inare un riferim ento) si possono rappresentare con le equa-

ax3 - f -  cxfi - f -  ex5 -f- gx 6 +  [  >  6 ]  
dx4 +  f x 5 - j -  hx6 +  [  >  6 ]

ex4 +  èofi +  gx6 +  [ >  6] (1) 
lofi +  d x 4 + f x 5 +  h xQ +  [ >  6]

d - f= o , c=H o , £=H°

zioni:

E6 -
1 y  =
( z  =

(2.1)

ÏÏ6 ■f y  =
1 *  =

con
a  —j O ,

per le ipotesi fatte.
Le trasform azioni di coordinate che lasciano invariati gli elementi finora 

fissati (il centro O, la tangente, i due piani iperosculatori) del riferim ento sono 
del tipo:

-r =  ou:7 +  ß /  +  yz' f __ py*
, N i — {Tx’ +  iiy' +  vs') ’ y  i — (kx' +  +  v*') ’

i — (kx' +  (JL/+ v*')

con a =f= o, /  =H o, q =j= o affinché il determ inante della trasform azione sia 
diverso da zero.

I coefficienti della nuova rappresentazione saranno indicati con le stesse 
lettere dotate di apici.

Consideriamo i due elementi fermandoci per ora ai term ini del 40 ordine. 
Si hanno per i coefficienti le seguenti relazioni:

(2*3) d p  =  aofi , b'q =  lofi

(2.4) d'q =  doL4 , Vp =  fa4

(2-5) dp  =  <;a4 +  3 a3 X# — ^Xæ' ; =  dot4 +  3 a3 Xb —  qXb.

Poiché a =f= o, b =f= o, si può sem pre scegliere il riferim ento iniziale in 
modo che siano a — b =  1; dalle (2.3) discende che questi valori rim angono 
invariati per le trasform azioni per cui p  =  q =  a3.

Con tali semplificazioni le relazioni (2.4) e (2.5) divengono (poiché è 
a 4= o):

d f == doL , cr =  COL

d  == col -f- 2 X , d' =  dot -f- 2 X.

Scelto a questo punto di riferim ento iniziale in modo che siano d  =  1 (essendo 
d=^=c>),  ̂ =  0, affinché questi valori si conservino, le trasform azioni devono 
avere X =  o, -a = 1 .  Di conseguenza risultano c (2), d invarianti e p  =  q =  1.

(1) La notazione [>  j] indica termini arbitrari di ordine >  j  in x.
(2) c è l’analogo dell’invariante n determinato da E. Bompiani [1], [4].

41. — RENDICONTI 1974, Vol. LVII, fase. 6.



578 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LVII -  dicembre 1974

3. Esam iniam o ora come agisce la trasform azione con le precisazioni 
suddette sui due E6:

y  — x 3 +  exh +  gx6 +  [ >  6] 
z  =  x4 +  f x 5 +  hx6 +  [ >  6]

£6 I ?  =  cxi +  èx5 +  gx* [ >  6]
\ z  =  x 3 +  dx4 -fi fa 5 +  hx6 -fi [ >  6]

con le trasform azioni:

x =  x' +  W  +  yz' == /   fi_______
I —  ( j x /  +  VS?') ’ y  I —  ( f i /  +  VZf) 9 1 —  ( y /  +  VZr)

Si hanno tra  i coefficienti le relazioni:

(3.1) e' = e + 3 $  , / ' = /  , , e = è

, s /  =  <£■+3 Y + 2 [J. , =  Ä + 3 ß
(3.2)

Ä ' = Ä + 3 ß c + 3 T^ +  2v.

/ W + 3 Y 

| / =  ? +  3YC,

Osserviamo c h e / ,  £ sono altri <2^ invarianti. Scelto poi il riferim ento in modo 
che sia e — f  =  o, tali valori si conservano per le trasform azioni per cui 
ß =  y =  o. Di conseguenza le relazioni (3.2) si semplificano in g r =  g  -fi 2 (x, 
n =  h -fi2 v , m entre A , £ invarianti; si può fare g r =  hr =  o e se già
g  — h =  o, questi valori si conservano quando (i, =  v =  o.

SY A# pertanto la form a canonica:

I ^  =  *» +  [ > 6 ]
I ^ =  ;r4 -fi / r 5 +  hx3 +  [>  6]

_-6 j y  =  CX4 +  - f i  g#6 _]_ [ >  6]
^  \ # =  -fi Ær4 +  [ >  6]

individua i l  riferimento; z coefficienti letterali f , h , c , c , g , d ,  nonché 
tutti i  rimanenti sono invarianti proiettivi della coppia d i elementi.

Si conclude quindi con il teorema:

La configurazione di due elementi curvilinei del 6° ordine nelPordinario 
spazio proiettivo aventi in un punto la stessa tangente di flesso (a contatto del 
2° ordine) e ivi p iani iperosculatori (<a contatto del J° ordine) diversi determinano 
m  modo unico un tetraedro ed un punto unità (<quindi non appartenente a facce 
del tetraedro) e 6 invarianti proiettivi.

4. S tudiam o ora il com portam ento del tu tto  diverso di due elementi 
aventi la stessa tangente di flesso (a contatto del 2° ordine), come nel caso 
precedente, e però anche lo stesso piano iperosculatore (a contatto da 30 ordine); 
esaminiam o questo caso sotto le ulteriori ipotesi che i due elementi non abbiano 
lo stesso E 3 e gli E4 non appartengano ad una m edesim a quadrica. È  necessario
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proseguire la ricerca fino agli elementi del 70 ordine e non si giunge, come nel 
caso precedente, a determ inare in modo unico un riferim ento proiettivo in ­
trinseco.

Se y  =  z  =  o sono le equazioni della tangente comune e z  =  o quella 
del piano iperosculatore comune, i due elementi E 7 ed E7 si possono rappre­
sentare con le equazioni:

7 f y  =  axs -f- ex* +  exb +  gxQ +  ix7 +  [ >  7]
[ z  =  dx4 -{-fxb +  hxQ -j- Ix7 +  [ >  7]

(4-0
—7 J y  ~  +  ex* +  ëx* - f  jjx6 +  ix7 +  [ >  7]
h  \ z  =  dx*+ ]x*  +  hxQ +  lx7 +  [ >  7]

con

a = ^o  , b=^=o , ä ^ o  , J = j =°  > —

Queste ultim e due condizioni seguono rispettivam ente dalle due ulteriori 
ipotesi poste ai due elementi.

Le trasform azioni di coordinate che lasciano invariati gli elementi finora 
fissati (il centro O, la tangente, ed il piano iperosculatore) del riferim ento sono:

^  +  ß /  +  yd p y + q z '
,  v 1 — (to' +  w '  +  vs') ’ y  i —  (lx ' +  fj1 / +  vx') ’
(4 -2)

rzz  = -----------------------  —
I — ('lx +  \xy' +  vz')

con a=^=o}p ^ =o , r =^ =o  affinché il determ inante della trasform azione sia 
diverso da zero. I coefficienti della nuova rappresentazione saranno al solito 
indicati con le stesse lettere dotate di apici.

Consideriamo i due elementi fermandoci ai term ini del 50 ordine: si hanno 
tra  i coefficienti le relazioni:

pct! — a3 a , rd ' =  a*d  , pc' =  a4 c +  3 Aa3 a —  qd' —  Xpa

(4*3) r f  =  oc5/  +  3 a4 \ d  —  rkdr

pe' =  a5 e +  30c 2 $aaf +  ^ c d l 2a +  3 a4 Ac— q f — Ap c — Xqd’—  p \ 2af.

Poiché #,=)= o, d ~ j= o, si può sem pre scegliere il riferim ento iniziale in modo 
che siano a =  d  =  1, c =  e =  f  — o; tali valori si conservano per le trasfor­
m azioni per cui:

(4.4) p  =  0c3 , r  =  a* , q =  o , A =  o , ß =  o.

Esam iniam o ora come la trasform azione con le semplificazioni (4.4) agisce 
sull’E5. Si trova che ä, d> f ,  sono invarianti (dove ä è l’analogo dell’invariante 
di M ehm ke-C. Segre) ed inoltre le relazioni:

(4-5) cr =  ede 1' = * .  2 ~e , f r =  oc/.
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Se almeno uno dei tre  coefficienti c, è , ]  è diverso da zero, ad esempio c, scelto 
il riferim ento iniziale in  m odo che sia c =  1, tale valore si conserva per le 
trasform azioni per cui a =  1. Di conseguenza si hanno due invarianti è , / .  
Se invece c =  è =  /  =  o risulterà: V =  e =  J ‘r =  o qualunque sia a. Siamo 
quindi condotti a considerare due casi (fermandoci per ora ai termini del 
6° ordine):

I caso:

6 f y  =  x s + g x Q +  [> 6] 6 ! y  =  äx3 +  x * +  ëxh +  gx* + [ >  6]
[ z  =  x4 +  hx6 +  [ >  6] \ z  =  & 4 +  j i 5 +  Ä#6 +  [ >  6]

essendo

<3 =|=0 , J  =(= 0 > ä=^=i , æ=4=J,

con le trasform azioni

(4-7) x  ■ xf +  yg*
I — (jJt/ +  va') ’ ^  i — (pi/ +  vz') ’

y
I —  ( p i /  +  v / )

II caso:

f 8s! Ee ( .y — +  gufi +  [ >  6] 6 ( y =  àx3 + g x 6 +  [> 6]
\ # =  jt4 +  hx* +  [ >  6] I # =  dx4 +  Ä#6 +  [ >  6]

essendo

^=j=o , d =f= o > #=|= 1 , * = H ,

con le trasform azioni

✓ *   ocr'-f ys'   a3 y
(^ 4 .9 7  ^  J —  ( p i /  I —  (p y /  -f- v # ')

con a =f= o.

I —  ( [ a /  +  v*')

5. Esam iniam o il prim o caso. Si hanno fra i coefficienti dei due E6 le 
seguenti relazioni:

£■' =  £ * + 3 Y + 2 [ a
( s -o : g = g  +  a ( 3 yd +  2 y^i)

m entre h , h sono altri due invarianti.
Le (5.1) m ostrano che si può fare g f =  g' =  o e se già g  — g =  o questi 

valori si conservano se

3Y +  =  0

3 yd +  2 [Là =  o
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essendo ä =f= o, cioè:

3 T =  — 2 [l 

[i(ä — J) =  o.

Poiché ä =j= d segue che p, =  y =  o.
Passando agli E7 si ha tra  i coefficienti i  ed i' dei term ini del J° ordine del 

primo elemento (4.1) la relazione i  =  z' +  2 v. Si può porre i  =  o per v =  o; 
sicché si ha la form a canonica:

J y  =  x* +  [ > 7]
^  \ z  =  x* +  hxQ +  lxi +  [>  7]

_7 j y  =  äx3 +  +  za:7 +  [ >  7]
i # =  Ja;4 +  /a;5 +  hx6 +  /a;7 +  [ >  7]

^  individua il riferimento, 0^2 z coefficienti letterali h , l , ä , d , ë , f , h , ï  , 1, 
nonché tutti i rimanenti sono invarianti proiettivi della coppia di elementi.

6. Passiam o ora al II caso considerando gli E6 della (4.8) con le tra ­
formazioni (4.9). Si hanno tra  i coefficienti dei due E6 le relazioni:

(6.1) u g '  =  c f i g  +  2a[i +  3 y , oc£' =  oc4 g  -f â ( 2 a y i . â +  3yJ)

(6.2) h! — v? h , h! =  a2 Ä.

Si può sem pre porre nelle (6.1) g r =  gr =  o e se già g  =  g =  o tali valori si 
conservano per:

2 a[x — 3 y =  o 

2 ap,# +  3 y d =  o

essendo « 4 =o, cioè

3 T =  —  2 ocfx 

ocp. (# —  J) =  o .

Poiché a =4=0, ä=^=d tale sistema è soddisfatto da pL =  y =  o. Dalle (6.2) 
segue inoltre che se uno dei coefficienti h , Ä è diverso da zero, ad esempio h, 
si può sem pre scegliere a in modo che sia hr=  1 e se già h =  1, questo valore 
si conserva se oc =  1; si ha un  ulteriore invariante h. Se invece h — h =  o, 
è anche h! ~  li — o qualunque sia a.

Siamo quindi condotti a considerare due sottocasi. Nel primo sottocaso 
(h =  i, h invariante, a =  1) si può determ inare v in modo che sia i ' — o e 
se già i  =  o questo valore si conserva per v =  o.
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Sicché si ha la form a canonica:

j y  =  x 3 + [ >  7]
\  Z  =  X 4 +  X 6 +  I x 1 -f- [ >  7]

7 I y  =  äx3 +  ïx7 +  [ >  7]
\ z  =  dx4 +  hx6 +  lx1 +  [ >  7]

che individua il  riferimento.
Nel secondo sottocaso consideriamo gli E 7:

7 1 y  =  x3 +  ix 7 +  [ >  7]
E \  * = x 4 +  / x 7 +  [ >  y]

I y  =  àx3 +  ix 7 +  [ >  7]
\ z  =  dx4 +  Ix7 -f- [ >  7]

con le trasform azioni

ocx' a3 y' a4 z'-------- r  y = , z  = -------- r .
I ----V2 I  V£ I ----V-S”

Si ha tra  i coefficienti z', zv la relazione i' =  a4 z +  2 v; si può fare i  =  o per 
v =  o. Inoltre fra i rim anenti coefficienti si hanno le relazioni l' =  a3 /, 
z =  ol4 z , V  =  a 8 7.

Se uno dei tre  coefficienti / ,  z , / è diverso da zero, ad esempio /, si può 
fare /  — 1 per a =  1, m entre z , I risultano invarianti.

S i ha Vulteriore form a canonica'.

1 3/ =  * 3 + [ > 7 ]
I == x4 +  lx7 +  [ >  7]

( y  =  äx3 +  ïx7 +  [ >  7]
[ z =  dx4 -\-lx7 +  [ >  7].

Se invece / ,  z , I =  o, risulterà I’ =  ï' =  Y— o nel qual caso a rim ane ancora 
indeterm inato.
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