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Geometria differenziale. — Oljets géométrigues h—invariants sur
le fibré tangent. Nota di VasiLe CruckaNu, presentata @ dal Socio
B. SEGRrE.

RIASSUNTO. — Viene determinata la struttura degli oggetti geometrici sul fibrato tan-
gente di una varietd differenziabile che sono invarianti di fronte al gruppo delle ometetie di
tale fibrato. Viene stabilita la relazione fra questi oggetti e i «lifts» completi ed orizzontali
degli oggetti definiti sulla varietd base, ottenendo altresi nuovi oggetti geometrici sulla base.

1. INTRODUCTION

Soit M une variété différentiable de dimension 7 et de classe C® et
©:TM — M son fibré tangent. En posant pour chaque #€ R (le champ de
réels), x€e M et ye T, M

(M he (%, ) = (x, exp ty)

on obtient une action de classe C®, z: R X TM - TM, du groupe additif R
sur TM, nommée /e groupe des homothéties de TM. Ce groupe engendre
un champ de vecteurs V sur TM nommé /e champ canonigue qui, dans un
systtme de coordonnées locales naturelles (+%, y%), (¢,/,k=1,2, --, )
sur TM, induit par le systtme (x”) su M, est donné par

2
Ayt ’

(2) V=y

Un objet géométrique Q sur TM sera nommé /—invariant s'il est con-
servé par les homotéties de TM.

Pour un objet géométrique Q qui est dérivable Lie, la condition de
/h-invariance peut s'éxprimer par annulation de la dérivée de Lie par rap-
port au champ canonique,

(3) % Q=o.

De l'expression locale pour la dérivée de Lie il résulte, pour les objets
que nous allons considérer, que Q est ~-invariant si et seulement si ses compo-
santes sont homogénes de certains degrés dans les coordonnées de V, c’est—
a~dire en »*. En utilisant un résultat d’analyse, selon lequel une application
f:R"—R de classe C' et homogéne de premier degré est linéaire, on obtient
qu'une partie des composantes de Q sont nulles, des autres ne dépendent pas
de »* et enfin, il peut exister des composantes qui sont des polyndémes homo-
génes de certains degrés en 3*. De la loi de transformation pour les composantes

(*) Nella seduta del 14 dicembre 1974.
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de Q au changement des coordonnéees sur TM il résulte que les composantes
qui ne dépendent pas de y* determinent sur M un objet géométrique du méme
type que Q et les coefficients des polynémes qui donnent les autres compo-
sants de Q déterminent, avec les composantes précédentes et leurs dérivées
de premier degré par rapport a x?, un objet géométrique sur M avec une loi
de transformation plus compliquée. Il en résulte une maniére naturelle pour
obtenir des nouveaux objets géométriques sur M.

Nous nous limiterons dans cette Note & 1’étude des champs de vecteurs,
de tenseurs de type (1,1) et des connexions /—invariants, de classe C%,
qui présentent un intérét spécial.

2. CHAMPS DE VECTEURS /—INVARIANTS

En considérant sur TM un champ de vecteurs A avec l'expression locale

4) A=A

Qx‘

on obtient, pour sa dérivée de Lie par rapport & V,

; N ” TN _
(5) (gVA) zyj gy]‘ ) ($VA> +1:J’J 3}/]' —A * .

Par suite, il en résulte:

PROPOSITION 2.1. Un champ de vecteurs A sur TM est h-invariant si et
seulement si, dans Pexpression locale (4), A’ dependent seulement de x* et A"
sont lindaires em y?, c'est—a—dire

(6) A=A@EH , AT=AGNY

De Ia loi de transformation de A, au changement des coordonnées natu-
relles sur TM, on obtient

G ad oxt ; Oxt’ Ox7 . Rxt Oxi
@) A=A A= = A S w T S s
Par suite, A’ se transforment comme les composantes d’un vecteur sur M et

A} comme les dérivées par rapport & x* des composantes d’un vecteur sur M.
En posant alors

oxJ

®) X'=A g2

il résulte que X’ sont les composantes d’un champ de vecteurs X et S; les

composantes d’'un champ de tenseurs S de type (1,1) sur M. On peut ecrire
alors

9) A = 2X + ¢S
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ou 2X est le “lift” complet de X, donné localement par, [9],

(10) AX = X*

? )
oz + oxJ ¥ Iy
et oS est le champ de vecteurs sur TM avec I'expression locale, [9]

i j 0
(I I) S = Sjj/j Qyi .

Nous avons par suite:

PROPOSITION 2.2. Un champ de vecteurs A sur TM est h-invariant si
et seulement s'il existe sur Ml un champ de vecteurs X et un champ de tenseurs
S de type (1,1) tel que A soit donné par (9), ot les applications \ et ¢ sont défi-
nies respectivement par (10) et (11).

Pour le crochet des deux champs de vecteurs /-invariant, qui est aussi
un champ /-invariant, on obtient

PROPOSITION 2.3. S7 A =AX +6S ¢t B =AY + 6T sont deux champs
de vecteurs h—invariants sur TM alors leur crochet [A , B est le champ h—inva-
riant donné par

(12) [A, Bl =2[X, Y] + 6 (KT —%S—[S,T])

ozt

[S,T] =SoT —TsS.

Soient 2" (M) et 2" (TM) les algeébres de Lie des champs de vecteurs
sur M et TM et 91 (M) lalgébre de Lie des champs de tenseurs de type (1,1)
sur M. En considéerant I'application « : 2" (M) X 21 (M) > 2' (TM), donnée
par

(13) @ (X,S) =X -+ ¢S VXea' M) , SeaiM),

on peut constater que « est une application R~linéaire injective qui a comme
image l'algebre de Lie #* (TM), formée par les champs de vecteurs /—inva-
riants sur TM.

Compte tenu de 12) il résulte alors qu’en posant
(14) {(X,9), (Y, T} =(X,Y], AT—%S—I[S,T]
on obtient une structure d’algebre de Lie sur 2" (M) x 21 (M).
Nous avons obtenu, par suite, la résultat principal suivant:

THEOREME 2.1. L'application 13) est un isomorphisme de Palgébre de
Lic 9" (M) X 91 (M), avec le crochet défini par (14), sur lalgébre de Lie
H1 (TM) des champs de vecteurs h—invariants sur TM.

Remargue 2.1. En prenant en 13) S=o, on obtient que I’application A: D' (M) - D*(TM)
est un isomorphisme de l’algébre @' (M) sur I’algtbre A (D' (M))c H#* (TM).
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Remarque 2.2. Pour X = o en 13), il résulte que I’application c:@i (M) - @ (TM)
est un isomorphisme de ’algébre de Lie 9} (M), avec le crochet défini par {S, T} = — [S, T],
sur Valgebre o (2} (M))C H#* (TM), formée par les champs des vecteurs /-invariants, verti-
caux sur TM. Dans cet isomorphisme au champ de tenseurs I de Kronecker sur M correspond
le champ de vecteurs canonique V sur TM.

Remarque 2.3. En posant en 13), S = — 'VX, oli ’Y est la connexion linéaire transpo-
sée a4 une connexion V, définie per tT‘ = I‘kj, on obtient le lift horizontal [9] de X par
rapport a V.

hy X = X’% — T}, X/ 5 ST

Un champ de vecteurs A sur TM est nommé projetable s'il existe sur M
un champ X tel que ©*A = X.

En coordonnées locales naturelles, un champ projetable est caractérisé
par le fait que les camposantes A’ dépendent seulement de #*. L’ensemble
des champs de vecteurs sur TM projetables est un =, (C* (M))-module qui
sera noté par ' (TM). Compte-tenu de (6) on obtient:

PROPOSITION 2.4. Le m, (C° (M))-module #* (TM) des champs de
vecteurs h—invariants sur TM est un sous—module de w, (C* (M))-module
P (TM), formé per les champs de vecteurs sur TM projetables.

3. CHAMPS DE TENSEURS DE TYPE (I,I), Z—INVARIANTS

Soit Fun champ de tenseurs de type (1,1) sur TM, avec l'expression
locale

] . z n+tz
15)  Flog) = Fgw +F s

5 it
P F(Qy,') = F:’+f 3;\," + F""'; le ’

qui peut s’ecrire encore
F ‘o
J n+s
16 F=
( ) Fﬂ—l—z Fn+1
v n+j

Pour la dérivée de Lie %, F on obtient I'expression locale

-, oF¢ oF% | . .
)3 V3 -+ z
£ Vg
I L F =
(17) v — . ot )
kg __F{z+z ntj
Syk J Syk

qui nous conduit au résultat suivant:

PROPOSITION 3.1. Un champ de tenseurs ¥ de type (1,1) sur TM est
h~invariant si et seulement si F; et F,,+J dépendent seulement de 2, F,,+J
sont nulles et T}t sont linéaires en 3.

(18) F=F) , Fyy=o0 , FV=F,@)y , B=FE5@)
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De la loi de transformation des composantes de F au changement des
coordonnées naturelles, on obtient que

(19) =F , fi=F1

déterminent deux champs de tenseurs ¢ et f sur M. La loi de transformation
de Fj; nous suggere I'idée de considérer le lift complet de f, c’est-a—dire, le
champ de tenseurs Af, donné localement par

v o
(20) M=, ;
xk Y ff
On peut ecrire alors
(21) F=»+H,

ot H est un champ de tenseurs /-invariant, vertical sur TM. De I'expres-
sion locale

(22) H=

H; o

Hi@)y o

il résulte que H; détermine le champ de tenseurs e—f sur M et que Hj, se
transforment, au changement des coordonnées sur M, selon la loi

dxi’ Oxs  xk ;s Pxi’ xk 3y
0% oxs ok + 7 xioxk axk oxs’

(23) Hjw = Hj,
Par suite, en posant
(24) 9=—H; , ®&,=H,

le couple G (o}, ®;;) détermine une quasi—connexion (cfr. [8], [2]) sur M.
Le tenseur F peut s’ecrire alors sous la forme

(25) F =3+ ud

ol Af est le lift complete de £ et u® est le champ de tenseurs /A—invariant ver-

tical sur TM, défini par la quasi-connexion ®, i T'aide de I’expression locale

_cpjzj OJ-

(26) w® =|
z £
xY o

On en obtient le résultat suivant:

PROPOSITION 3.2.  Un champ de tenseurs T de type (1, 1) sur TM est
h—~invariant si et seulement s'il existe un champ de tenseurs S de méme type et
une gquasi-connexion ® = (9 , ©jp) sur M, tel que ¥ soit donné par (23) o A
et . sont les applications définies respectivement par (20) et (26).
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Une quasi—connexion @ = - (9; , D}y peut étre regardée, [2], comme
un couple formé par un champ de tenserurs ¢ = (p;) et une application

= (®};),C® (M)~hnea1re de 2' (M) dans le C* (M)-module des R-endo-
morphlsmes de 2" (M), tel que

(27) Oy oY = hdx Y + ¢ (X)£-Y , VieC®(M);X,Ye2' (M).
Si @ = (p, ®) est une quasi—connexion et f un champ de tenseurs de

type (1,1) sur M, alors en posant

@8)  (@of)xY=Qx)Y , (fod) Y =/f(PcY)— (K f) (¢ (X))

on peut voir que les couples

(20) Dof=(pof, ®of) , fod = (foo, fod)

sont aussi des quasi—connexions sur M.
Il en resulte que si f est un champ de tenseurs de type (1,1) et

=(¢,®),¥Y=(,¥) deux quasi—connexions sur M, alors les crochets
(30) [f!q)]=f°q)_®°f ’ [Q’le=(D°<Pth°CP
sont aussi des quasi—connexions sur M.

En utilisant ces résultats on obtient:

PROPOSITION 3.3. S7 F =)\ + y@ et G =N + y.‘ir’ sont deux champs
de tenseurs de type (1,1) sur TM, A—invariants, alors leur crochet
[F,Gl=FoG—GoF est le champ de tenseurs h—invariant, donné par

(1) [F,Gl=2[f 8] +u(f, ¥]—[g, D] —[&, F].

Si Q(M) est le C* (M)—module des quasi—connexions sur M, alors
Papplication B : @} (M) x £ (M) — 21 (TM), définie par

(32) BUAD®) =N +ud Veal(M) , deL M)

est une application R-linéaire injective, qui a comme image I'algebre de Lie
H#7 (TM) des champs de tenseurs de type (1,1), A-invariants sur TM. De (31)
il resulte alors qu’en posant

(33) {6 D), (0, P} = (f 2], L F1— g, B] — [&, F])

on obtient une structure d’algébre de Lie sur 91 (M) X & (M).
Par conséquence on a le résultat suivant:

THEORBME 3.1. Lapplication (32) est un isomorphisme de Z’algeére de Lie
2 (M) X L(M), avec le crochet defini par (3 3), sur lalgébre de Lie H#7 (TM),
formée par le schamps de tenseurs de type (1, 1), A—invariants sur TM.
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o

Remarque 3.1. En prenant en (32) f= I, et ® = (21,2 V), ou I est le tenseur de Kro-
necker et V une connexion linéaire sur M, on obtient la structure presque—produit F sur TM,
associée canoniquement a V, [5], i

— 8/’: o
(34) F=1 . 4l
2 Fj 2y 3 ;
Une telle structure peut étre caractérisée, [4], par

(35) FvF=0 |, FoJ=] , JoF=-—],

ou J est la structure présque—tangente naturelle sur TM, c’est-a—dire le champ de tenseurs
de type (1,1), donné dans une carte naturelle par

(36) J=

Remargque 3.2. En mettant en (32), o= (o, —tVf ) on obtient le lift horizontal de f,
[9], par rapport 4 la connexion V,

5 °

hy f= . ) |-
T+ f

Remarque 3.3. Pour ®=o0en 32), il résulte que application A: 9; M) - 9; (TM)
est un isomorphisme de I’algébre de Lie 2} (M) sur I’algébre de Lie A (2} (M))C o, (TM).

Remarque 3.4. En posant en 32) f = 0, on déduit que I’application @ : £ (M) - Qi (TM)
est un isomorphisme de ’algeébre de Lie £ (M), avec le crochet défini par {(f) ,‘f"} =_—[0 ,‘Ij'],

sur ’algébre de Lie p (& (M))C . 11 (TM), formée par les champs de tenseurs de type (1,1)
verticaux, Z-invariants sur TM.
Ces tenseurs sont caractérisées par

(37) FHH=0 , HoJ]=o.

En particulier, pour f = o et o= (I,V), on obtient

- — & o
(38) H=pb=1 ,

Ty o
c’est-a—dire dans ’application @, & la variété C® (M)-linéaire %, (M)C Z (M), formée par
les connexions linéaires sur M, corresponde la variété m, (C*® (M))-linéaire de . (& (M)),
formée par les champs de tenseurs de type (I, 1) sur TM qui satisfont les conditions
(39) FHH=o0 s HoJ =0 , JoH=—1].
Ces tenseurs satisfont encore la rélation

(40) H? +H =o.

Le tenseur — H est alors le projecteur horizontal de V.
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Un champ de tenseurs F de type (1,1) sur TM s’appelle projetable
§'il conserve le m, (C® (M))-module £' (TM), formé par les champs de vec-
teurs projetables, c’est—a—dire

(41) VA € 7' (TM) = F (A) € #* (TM).

On voit aisément qu’'un champ de tenseurs F projetable est caracté-
risé par le fait que dans une carte naturelle ses composantes satisfont les
conditions:

42) F—F@) , Fi=—o.
Compte—tenu de (18) il en résulte:

PROPOSITION 3.4. Le m, (C®° (M))-module #;(TM), des champs de
tenseurs de type (1,1) h—invariants sur TM, est un sous module du
7, (C®° (M))—module P, (TM), formé par les champs de tenseurs de méme
type sur TM, projetables.

Remarque 3.5. Un champ de tenseurs F de type (1,1) sur TM, projetable, peut &tre
aussi caractérisé par le fait qu’il existe un champ de tenseurs f de méme type sur M, tel que
(43) ¥ (F (A)) = f (7% (A)) VA e 7' (TM).

Le tenseur f s’appelle la projection de F.

On peut constater aussi qu'un champ de tenseurs F de type (1,1) est A—invariant si et

seulement s’il conserve le my (C*® (M))-module 5! (TM), des champs de vecteurs Z-inva-
riants sur TM, c’est—-a—dire

(44) VA e #' (TM) = F (A) e #* (TM).

4. CONNEXIONS LINEAIRES Z-INVARIANTES

Soit V une connexion linéaire sur TM, représentée dans une carte locale
naturelle par,,

< 9 _ z Nnt-s
(45) Va/axf—a;k'— axz + 5z Syz ’
s 9 el Tt )
Va/ayf k| ik g 3 i ol VS EPERCS Byt
fd 2 ,;+, 2
Va/axf vk J’H-/é 3 e i
o 3 Z Nn+t1 ?
VQ/QJ,] ayﬁ = F”+J ntk 57 3 : + F”‘H nt+k 3T i .

- De P'expresion locale pour la dérivée de Lie de V on obtient le résultat:
PROPOSITION 4.1. Un connexion linéaire N sur TM est h—invariante si
et seulemem‘ K3 Ses composantes, dans une carte locale, satisfont les conditions:
+ +i
],é , F,','_ij, "¥is dépendant seulement de ¥ ; I‘,H.,-k , l"j,,H, I‘,,+,-,,+k, Fn+jn+k
sont nulles et I‘?Z’ " sont linéaives en ¥’
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De la loi de transformation des composantes de V au changement des
coordonnées on obtient que les fonctions

7 T T™n+i g nti
(46) D=1 ij =1%4. , Iy =I

sont les composantes de trois connexions, respectivement V,V' et V'’ sur M.
Par suite, en posant

(47) Se=TL—T, , Th=Ti,—T4
on obtient deux champ de tenseurs S et T de type (1, 2) sur M.
En considérant le lift complet AV de la connexion V donné localement
par
49) T = Ttfe = Thta = T, |

. INA
n+ 7k
Pﬂ? f= ox? ¥ l’

T T A T+
ntjk = an-m = Fn+jn+k = Fn+jn+k =0 s
on peut ecrire
(49) V=2 +B
ou B est un champ de tenseurs de type (1,2) sur TM, /Z—invariant, qui sati-
sfait aussi la condition JoB = 0. Les composantes de B sont:
Dt o >t D’ Br+i
(50) Bjzs = Butjz = Bjars = Buijurse = Bl nie = 0,
Drti 7 ) D77 z Br+1 Z m /
Binie=S , B =Tu , By =Bu@E")y.
Au changement des coordonnées, B}, se transforme selon la loi

xs  dxk Wl +5s g oxt’ xR ik
L Sx' ox Ak T 3xi Oxi’ xk oxl

(51)  Blus=B

; oxi' Pxi uk
Tl S e w

On en déduit que les fonctions
(52) Ris = Bjs— Sjm Tir— Tou

déterminent un champ de tenseurs de type (1,3) sur M. Par suite, Bj; a
I’expression

(s3) Bl = Rigs + Sjm Tt 4 Tt
On peut donc énoncer le résultat:

'PROPOSITION 4.2. La connexion linéaive V sur TM est h—invariante si et
seulément s'il existe une commexion linéaire N, dewx champs de tenseurs S et

T de type (1, 2) et un champ de tenseurs R de type (1,3) sur M, tel que V soit
donnde par 49), o NV est déterminée par 48) et B par (50) et (53).
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Remarque 4.1. Le triplet (Sjz LY o Bj’:u) est un objet géométrique sur M formé par
les champs de tenseurs S et T de type (1,2) et l'application B:2' (M) x 2' (M) x
x D M) - D" (M), qui est C®(M)-linéaire dans les premiers deux arguments, R-linéaire
dans le dernier et qui satisfait aussi la condition
(54) BX,VA=1BX,Y)Z+S(X,Y(A)-Z)+TX%-2,Y),
Vi2eC®(M),X,Y,Ze D' M).
L’application B a I’expression globale suivante

(55) BX,V)Z=REX,Y)Z+S(X,V,2)+T(V,2,Y), VX, Y,ZeD'(M).

On peut voir que I’ensemble %, (M) x Z; (M) x D% (M) x 2;(M) formé par les qua-
druples (V,S,T, R) est un module affine, [1], associé au module linéaire (Z;(M)]® x D% (M)
sur anneau C*® (M). L’ensemble %, (TM), formé par les connexion Z—-invariantes sur TM,
est aussi un module affine, associé au module linéaire szl (TM), des champ de tenseurs de
type (1,2) sur TM /-invariants, sur ’anneau w, (C* (M)).

Par un calcul simple on obtient:
THEORBME 4.1. Lapplication o : Ly (M) X D5 (M) X D% (M) X D4 (M) —
~ %, (TM), définie par (49), oic W est donné par (48) et B par (50) et (33),

est un isomorphisme d'espaces affins sur R.

Remarque 4.2. En prenant S=T = R =0, en (50) et (53), c’est-a-dire B=oen (49),
on deduit que I'application A : %} (M) — &£, (TM) est un isomorphisme R-affine de %, (M)
sur A (Z, (M) c &, (TM).

Remarque 4.3. En considerant sur M une connexion fixée D = (Gj’: 2) €t en prennant
en (50)

(56) Sjp=o0 Ty =Gl — 1},
Biy=—Rp,+ VT, + T, 17

ou Rl % est le tenseur de courbure de V, la relation (49) nous donne le lift horizontal-de la
connexion V par rapport & la connexion D, [6], avec ’expression locale

7 747 7 Tt
(57) F]k — F_;n+k - I"k ’ I‘n—l—]k - ij’
i n+z ™~ e .
Fﬂ+] nt+k I‘n+/ ntk Pf'n+k =dlurir =0

o, .
Pj/—:l"( 5 _lek+v T}, + Th, ,1)

En particillier, pour D =V, on en obtient le lift horizontal de la connexion V par
rapport & V.

Une connexion V sur TM s’appelle projetable (voir aussi [6]) si elle
conserve le 7, (C®° (M))-module &' (TM) des champs de vecteurs sur TM
projetables, c’est—a—dire

(58) vX,¥e2' (TM) = Vg Ve 2! (TM).
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De (6) et de I'expression de la dérivée covariante il résulte que la con-
nexion V est projetable si et seulement si les composantes 17 dépendent

seulement de 2’ et T‘,’;_,_”, T‘]’:,,M, f‘,’;+,-,,+k sont nulles, [6].
Compte tenu de la Proposition 4.1 on en obtient:

PROPOSITION 4.3. Le wt, (C® (M))-module affine des connexions linéaires
sur TM, h—invariantes, est un sous-module de w, (C® (M))-module affine des
connexions lineaires sur TM, projetables.

. G ., N P .
Remarque 4.4. Une connexion V sur TM, projétable, peut étre caractérisée par le fait
4 p p
qu’il existe sur M une connexion V, telle que

(59) B (Ve¥) = Vousn* ¥, VX, Ve (TM).
X X

La connexion V s’appelle la projection de V. -

On peut constater aussi qu'une connexion V sur TM est /-invariante si et seulement
s’elle conserve le my (C*° (M))-module H#* (TM), des champs de vecteurs /—invariants sur
TM, c’ést—-a—dire

(60) VX, Ye ' (TM) = Vs Vet (TM).
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