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Geometria. — Estensioni di una trasformazione razionale tra 
due varietà proiettive a trasformazioni biregolari tra spazi che le 
contengono. Nota di M aria T eresa B onardi, presentata (*> dal Socio 
E. T ogliatti.

Summary. — Let P ”, P m be two projective spaces over an algebrically closed field of 
characteristic p\ let 9 : P n-+ P m be a rational map; let f b e a  subvariety of P*. 1) If p  =  o,
there exists a biregular map $  : P W-^PN, with P n d P w and N < m +  n +  1 — dim Im 9, 
such that <D f  =  9 f .  2) If 9 is biregular, there exists, whatever p  may be, <D': p w-qpN 
biregular, with N <  m +  n +  1 — dim Y ,  such that <D' =  9 .

I. R. A pery e L. G authier hanno provato in [1] che se f e f '  sono due 
curve algebriche appartenenti a due spazi proiettivi complessi di ugual dim en
sione m  >  3, ogni trasform azione birazionale 9 : Y  Y '  è restrizione di una 
trasform azione crem oniana tra  i due spazi. Per m, =■ 2, ciò non è più vero 
come è noto e come è facile verificare su esempi fL; il risultato di [1], g aran 
tisce tu ttav ia  che una trasform azione birazionale 9 tra  due curve piane è sem
pre subordinata da una trasform azione crem oniana tra  due P3 contenenti le 
due curve. Non mi risulta che siano state compiute altre ricerche circa la 
possibilità di estendere una trasform azione birazionale tra  due varietà proiet
tive Y ,  Y '  ad una trasform azione biregolare tra  spazi che le contengono.

È facile vedere che se ^ C P ” e ^ 'C P W, una trasform azione birazionale 
9 : Y - > Y ’ è sempre la restrizione di una trasform azione biregolare <D : P*->PN 
con N <  m  +  n +  1 (cfr. n. 5, nota (10)); qui indicherò come si possa realiz
zare una siffatta estensione <E> con N < n  +  m +  1 — dim  Y .  Questo risul
tato  non si può migliorare: ad esempio, se m  =  dim  Y ,  si ottiene che ogni 
trasform azione birazionale 9 : Pm è sempre la restrizione di una trasfor
mazione biregolare 9 ' : Pn Pw+1, m entre, come si è osservato (cfr. nota (D) 
9 non è sem pre la restrizione di una trasform azione crem oniana di ¥ n.

Il campo di definizione degli spazi considerati è supposto algebricam ente 
chiuso e di caratteristica p  qualunque.

Nel caso p  =  o, si ottiene un risultato analogo al precedente relativo 
all’estensmne con trasform azioni biregolari di una trasform azione razionale.

(*) Nella seduta del 14 novembre 1974.
(1) Basta ricordare che esistono curve piane razionali, che non sono cremonianamente 

isomorfe a P 1. Ad esempio non esiste una corrispondenza cremoniana tra due piani che tra
sformi in una retta una curva piana di ordine 7 con 15 punti doppi (cfr. [3], III, p. 187).

(2) Se W è una varietà proiettiva qualunque ed 7] : W-> P* è un’applicazione razionale 
di W nello spazio proiettivo P*, diremo che 73 è biregolare se induce isomorfismo tra un aperto 
di W ed una sottovarietà localmente chiusa di P*.
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2. Indicherem o con Px e Py (n ed m  interi positivi) due spazi proiettivi 
sopra un campo k  algebricam ente chiuso, di caratteristica p  >  o, aventi 
rispettivam ente dimensioni n ed m  e nei quali si assum ano come coordinate 
omogenee (X 0 X n) e (Y0 , • • - , Y m). Indicheremo, poi, per ogni t  >  m  
con Py uno spazio proiettivo (sopra k) di dimensione t, in cui (Y0 , • • - , Y t) 
siano coordinate omogenee e Py sia immerso come sottospazio di equazioni 
Yw+1=  ••• =  Y, =  o.

Se UT CPx e ^ C P y  sono due varietà proiettive e se &  è la fam 'glia dei 
morfismi definiti sopra aperti di i f  ed aventi W come condominio, per appli
cazione razionale di iE  in Id , intenderem o una classe di equivalenza di morfi
smi di nella relazione che si ottiene chiam ando equivalenti due morfismi 
che coincidono sopra l’intersezione dei loro aperti di definizione (cfr. [4], 
Cap. I, §8). Se h0 , - - - , h t sono elementi omogenei tu tti dello stesso grado 
dell’anello k [iE] delle coordinate omogenee di iE, diremo che 7] è descritta 
da fi0 , • • •, ht, se per tu tti i punti A di un aperto di iE, si ha:

^ (A) — (h0 (A) ht (A )).

Diremo che l’applicazione razionale 9 : Px -> Py subordina r\:iE~> lo, 
se Y] e risultano entram be definite (o, come diremo, regolari) sopra un 
aperto ê  non vuoto di iE  e se, per ogni A c ê , risulta:

+ (A) =  TQ (A) .

C hiam erem o1 anche ^ estensione di yj e scriveremo: Ci sarà utile il
seguente risultato (cfr. [6], lect. 3):

Lemma i. Se a : i E Py e Papplicazione razionale descritta da h0 , • • • ht, 
affinché a sia biregolare è necessario e sufficiente che siano soddisfatte le due 
condizioni seguenti :

(A) Esiste un aperto °ll d i iE  tale che per ogni coppia d i p u n ti d istin ti
t

Pj , P2 € uno almeno degli elementi d i k [iE] del tipo X,- hi (fi e k) si
*=o

annulli in P1 e non si annulli in  P2.

(B) Esiste un punto  P e f  tale che -  per ogni fissato h a  k [iE], omogeneo
dello stesso grado delle hi e non nullo in  P — Videale m P cioè / ’ideale
massimale delVanello locale d i iE  in  P, sia generato dalle funzion i del tipo

X/ hi
-----^----- . ( f i ' èk),  che s i annullano in  P.

OSSERVAZIONE i . La condizione (A) equivale ad affermare che per ogni 
coppia di punti distinti P x , P2 e %, risulta a (Pf) =j= a (P2V

(3) Qui e nel seguito indicheremo con lettere maiuscole punti chiusi degli
spazi considerati.
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OSSERVAZIONE 2. L a condizione (B) geom etricam ente significa che gli 
spazi tangenti in P alle ipersuperficie di iV', passanti per P, non singolari in

t
P, e definite sopra iV' dalle equazioni 2  \  hi =  0 non hanno in comune

■ * = o

alcuna retta dello spazio Tp,#- tangente a i f  in P.

O s s e r v a z io n e  3. Se il campo k  ha caratteristica zero, la condizione (B) 
-  come si deduce dalla dim ostrazione del lemma -  è superflua.

3. Siano:

-  (X 0 , • • •, X„ ; Z0 , • • •, Z n) coordinate biomogenee in P* X P w;

-  A0 , • • - , A-l (/ >  1) forme tu tte dello stesso grado a in n +- 1 varia
bili e tali che sia proprio l’ideale (A0 , • • •, Ax) generato in k  [K0 , • • •, X* ; 
Z0 , • • •, Z n\ dai m inori di secondo ordine della m atrice

/  A0 (X 0 , • • •, X w) , • • •, Ax (X0 , • • •, X„) \

U o  (Z0 » * * * > Z n) Ax (Z0 , • • • , Zn) )  *

~ ^ x .z .tC ^ O r Ai), per ogni aperto $1 di P", l’unione delle com
ponenti isolate della sotto varietà di Pn X P* definita da «/XfZ (A0 , • • -, A„), 
che non coincidono con la diagonale A di P ” x P ” ed hanno intersezione 
non vuota con tflX tfl.

-  ^ x , z ,<% (^0 > * • x ^1) l’unione delle componenti di ^ , Z,^ (A0 , • • •, A f  
che hanno dimensione maggiore di n —  1 e che non sono del tipo A X P ”, 
con A punto chiuso di P w.

Vale allora il lemma

L e m m a  2. Se >' * *> Ai) è non vuota, se t  è un ideale omo
geneo mon nullo d i k  [X0 , • • •, X n] , /  (X0 , • • •, X*) è una fo rm a  d i 1 ° grado 
non contenuta in t  , ï  è uno prefissato degli indici o , • • • , /  e Q) è i l  sottoin-
sieme chiuso d i  P ” : T ( A i  (X 0 , • • •, X ,) • / ( X 0 , • • •, X„) k [X0 , • • •, X ,]) U r  (t),
esiste una fo rm a  E1+1 e r, d i grado b~>_ a, tale che — posto:

=  A  ( A  , ' ' • , X ,) / ( X q  , • • • , X „ y~a (J =  o , • • • , 1) -  risu lti :
dim  '>0,2,se A o > ' ' ' > ù i+i) <  dim  '5̂ClZl>2> (A0 , • • • , Ax) — i, per ogni aperto
Ì?CP” - f  <4>.

Dimostrazione. Siano @lt ■ ■ ■,% le componenti isolate di (A0, • • • ,Ai)
e, per ogni i — i , • • • , p, siano A,- , B,- due punti tra  loro distinti di
P ”, tali che (A,-, B,) e n  (&  X SD) e scelti -  come è lecito -  in modo
che nessuno dei punti A ± , • • •, Ap coincida con uno dei punti B 1 , • • •, Bp. 
Si possono allora determ inare una forma 0 e t  che non si annulla in

(4) In tutto il seguito attribuiremo dimensione — i all’insieme vuoto.
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nessuno dei punti A,- <5> ed una forma T e k  [X0 , • • •, X n] tale che risulti: 
r (A,-) 4- o e r (B,-) =  o, per ogni i. Supponiam o (e ciò è sempre possibile) 
che sia b =  deg 0 +  deg T >  a e poniam o S 1+1 =  T0, Sy =  Ay (X 0 , • • •, X„) • 
• / ( X 0 > - • - ,  X Hy -  ( j =  o , - . - ,  i) e J (X0 , • • • , X„ ; Z0 , • ■ • , ZM) =  
=  (X o > * ' ' y x «) ’ i““ji+ i (To > * * * > Z„) — il,- (Zq , • • • , Zw) • ü 1+1 (X0 , • • •, X n).

Se A* =  (a\)} , • • •, T^) e B* =  (Òq) , • • •, (7 =  i , • • •, p), si verifica
subito che risulta J , • * - , a f ] ; b%) , • • •, b^)  =j= o, per ogni i. La varietà 

(S0 , • * -, S i) è ancora l ’unione di e per ciò che precede
l’ipersuperficie (di P ” X P") di equazione J (X0 , • • •, X n ; Zo , • • •, Z„) =  o non 
passa per nessuna delle Ogni eventuale componente di ^ , z,^  (S0, • • •, E1+1) 
è pertanto  contenuta propriam ente in una delle e quindi ha dimensione 
m inore di quella di 3?,-. La forma S 1+1 soddisfa dunque alle condizioni 
dell’enunciato.

OSSERVAZIONE 4. Si vede facilmente che se y : P x  -> Py è u n ’applicazione 
razionale qualunque, descritta dalle forme r o(X0 , • • •, X „), • • •, (X0 , • • •, X J ,
l’essere vuota la varietà ^ , z , ^ ( r o , • • •, Tt) per un aperto non vuoto di di P ”, 
im plica che y soddisfi alla condizione (A) del Lem m a 1.

Infatti^se q : P ” X P ” -> P n è la proiezione di P w X P w sopra il prim o fat
tore e se ^ , z, ^ ( r 0 , • • •, T,) è vuota, le componenti isolate di ^ , z, ^ ( r o , • • • T*) 
o hanno dimensione <C n —  1, oppure sono del tipo A X P^; di conseguenza si 
ha: dim q f i x , z , ® ( T o r  • -, F f )  <  n —  1 e l’aperto W  =  f i  —  { q 1^ , z , « ( r 0 , • • •
• r , ) n ^ }  è non vuoto. Si vede poi subito che per ogni coppia Qi , Q2
di punti chiusi distinti di di', risulta: y (Qj) =(= Y (Q2)- Infatti se fosse 
Y(Qi) =  Y (Q2), per come è stata definita ( r 0 , • • •, T f ,  si avrebbe:
(Qi > Q2) e (Q2 » Qi) e ^ x ,z ,^  (To , * ’ • , T )  è perciò Qx e Q2 non potrebbero 
appartenere ad di'.

4. Dal Lem m a 2 si ricava anzitutto che per ogni fissata applicazione 
razionale X :;P x -> P y , le cui fibre abbiano dimensione m inim a n  — d (6), e per 
ogni fissata sotto vari età di Px, è possibile definire u n ’applicazione razionale
X; : P x  -> Py (N <  m  +  n — d +  1), la quale subordini X sopra F  e soddisfi 
alla condizione (A) del Lem m a 1 (e quindi, se p  =  o, sia biregolare). 
Precisam ente vale la:

PROPOSIZIONE i. Stano  X :P x -> P y  la corrispondenza razionale descritta 
dalle form e ‘(di grado a) A0 , • • •, A m , n —  d la dimensione m inim a delle fibre  
d i X , t un ideale proprio omogeneo d i k  [X0 , • • •, X n] ed f t k  [X0 , • • •, X n]

(5) Siano Aj (7 =1, • • •, a) quelli tra i punti A i, • • •, Ap che sono distinti tra loro. Poiché
Aj esiste, per ogni Ay, una forma Dy e T tale che ^  (Ay) -|= o; si può poi scegliere per
ogni Ay, una forma Xy tale che Xj (A f  4=0 e X/ (A/) =  o, per t= - j .  Si può supporre che i

* t
prodotti X; y abbiano tutti lo stesso grado e si può porre 0 =  2  Xy #y.

y=0(6) Cioè n d  sia la dimensione minima delle fibre (non vuote) di ogni morfismo appar
tenente a X.
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una form a lineare non contenuta in  t .  Allora esistono, in  t  , h <  n — d f -  1 
form e  H^+1, • • •, tutte dello stesso grado b ~> a, tali che la corrispondenza
razionale 1! : P x  -> P y +A descritta da A0 f b~a , • • •, A m f b~a , E w+1 , • • •, S w+Ä, 
soddisfi alla condizione (A) del Lem m a I  (e quindi sia biregolare, se p  — o).

Dimostrazione. Se esiste un aperto ^  non vuoto di P* tale che la varietà 
, A m) sia vuota, X stessa per l’Osservazione 4, soddisfa alla con

dizione (A) (e, ovviam ente, ciò vale per ogni applicazione X ': P x  -> P y +Ä 
descritta da m +  h +  1 forme A0 f b~a , • • • , A m f ~ a , S w+1 , • • • , Em+h del 
tipo precisato sopra).

In  caso contrario -  sem pre per l’Osservazione 4 -  basta provare che si pos
sono determ inare un aperto i ^ C P w e delle forme Ew+1,- • -}E m+h -  in num ero 
h <  n —  d - f  i -  in modo che sia vuota la varietà (A0 f b~a , • • •
. . .  A - fb -a  W . . . Th x

> -Ly-m J  5 1— ‘m~hl f > 1—'m +  h j  •

Ciò segue senz’altro dal Lem m a 2, purché si osservi che per le ipotesi, esiste 
un aperto non vuoto % di P w tale che per ogni punto chiuso U e le compo
nenti irriducibili di • •, A m) n  (U X <7) abbiano tu tte  dimensione
n — d; e che, di conseguenza, si ha dim  Y ^ , z ,w (A0 , • • •, A m) <  2 n —  d (8).

5. Sia ora a C k  [X 0 , • • •, X„] un ideale proprio, primo, omogeneo e sia 
k [x0 , • • - , x n] =  k  [X0 , • • - , X J /a  graduato con la graduazione indotta da 
quella di k [ X 0 , • • - , X n] per passaggio al quoziente modulo a. Siano inoltre 
Y  =  Proj k [x0 , • • - , x n] e cp : Y  -> P y  u n ’applicazione razionale. Si vede facil
m ente che se cp è regolare in P e Y ,  esistono un intorno aperto %P di P in Y  
ed m  +  i elementi di k [x0 , ■ ■ ■ , x„] : cp0 (x0 , ■ ■ ■ , x n) , ■ ■ ■ , <pm (x0 , ■ ■ ■ , x„), 
tu tti omogenei dello stesso' grado r, tali che per ogni punto chiuso 
Q =  (Ço , • • •, Çn) e ®p, risulti: cp (Q) =  (cpo (Ço > ' ' ' » Çn) > ' ' '. <P„ (Ço » • ' •, Çn)) <9>. 
cioè 9 sia descritta da cp0 , • • •, cpm.

Per ogni i  =  o , • • • , n, consideriamo una form a <p,- (X 0 , • • • , X n) e 
c k  [X0 , • • •, X n] (di grado r) avente 9,- (x0 , • • •, x f  come im magine nell*omo
morfismo canonico k  [X0 , • • •, X n] -> k [x0 , • • •, x n]. Se p  =  o, applicando 
la Proposizione 1 alla corrispondenza razionale <D : P x  -> Py descritta da

(7) A d U x f  e ^ x , z f̂ (Ao, --- ,  A « )n (U  X <%) si attribuisce la struttura di varietà 
algebrica indotta da quella di % X óll.

(8) Se ^  è una componente di Yx,z,W  (Ao , • • • , Am) e se /  è una componente 
di ^  n (U X °U), si ha: dim Ad =  n — d  >  dim ^  +  dim (U X Ql) — 2 n e quindi:
d i m <  2 n — d.

(9) Sia f  P ^  un morfismo appartenente a 9, definito in un aperto contenente
P. Se P7 =  9(P) appartiene all’aperto affine standard Sfj, complementare in Py di Yj — 0 , 9 '  
induce un omomorfismo di anelli 9* T {SPj , r ^ ' “ 1 Sdj , ^ )  =  r(9 '“ 1 SPj , 0^). Le

funzioni 9* (L= ° , • • • , m ; l  =j= j )  possono essere rappresentate, in un intorno

di P con dei quozienti 

se Q e ^p , 9* - —

— di forme di k \xo , • • •, xn~\, tutte dello stesso grado:
?/ (*o , • • •, xn)
9/ (Q) \------- -1 si annulla in Q, quindi
?>(Q)

Y / 
Yi

<P/(Q)
?y(Q)

si annulla in 9(Q.

Ne segue subito che (90 (Q) 9« (Q)) sono coordinate omogenee per 9 (Q).
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<Po (X0 , ' ' •, X B) , • • •, <pm (X0 , • • •, X ,), ed osservando che la dimensione 
m inim a delle fibre di G> non supera n —dim  ' f ,  si ha subito che esiste u n ’appli
cazione biregolare : P x  -»■ p ” +’’+1- dim^  tale che <b\-r =  0 |^  =  9. Se 9 è 
biregolare questo risultato  vale, come vedremo, per qualunque valore di p  <10>.

Supponiam o, dunque, che 9 sia biregolare in un aperto contenente il 
punto P di cui sopra e poniamo: d  =  dim  Si può am m ettere senza aggiun
gere limitazioni alle nostre considerazioni che il punto P sia semplice per 
i r , che appartenga all’aperto affine standard  (di Px) ^0- com plem entare di 
X 0 =  o e che inoltre sia 9 (P) =  (1 , o , • • •, o) e P ” (ossia che 9«, (P) =j= o
e 9,- (P) =  o per i  =  1 , • • •, ni),

X •
Posto X'- =  (per ogni 2 =  1 , • • •, n), se a0 è l’ ideale di - f  n  %  in 

k  [X J , • • - , X'H], è possibile scegliere n — d  polinomi g 1 , • • • , g n_d e a0 in modo 
che a0 sia una com ponente prim aria isolata dell’i d e a l e ^ , -  • • ,g„- j ) k[X ' i , ■ • - ,X^]

e in modo che la m atrice jacobiana H g1/  ~ "  ’ S*-f> possieda almeno un
a (Xi , • • •, X n)

m inore di ordine n — d  non nullo in P (cfr. ad esempio [2], Lem m a 1).
Posto a =  m ax { r  , deg g 1 , • • •, deg £■„_,} consideriamo le ni -f- n —  d- j - i  

forme di grado a:
x r > , ( X 0 , . . - , X , )  ( /  =  o , •••,*■)

=  X S -* " -> ,  g  , - g )  ( ,•=  I - « / ) .
Proverem o che:

PROPOSIZIONE 2. Esiste una form a ^ m+n_ d+1 e a, di grado b >  a, tale 
che, se f  è una qualunque fo rm a  lineare, non nulla in  P, e se =  
^>ifb~a (1 =  o , • • •, m  +  n  — d)  Papplicazione razionale cpe : P x  j>™+n~ d+ 1

descritta da ^0 5 * * * > ^+1 (l& quale subordina 9 sopra E") sia biregolare.
Prem ettiam o le seguenti osservazioni

O sservazione 5. Se b =  (®„+1 , • • • , k  [X0 , - - - , X„] , ^  è
l’unica com ponente di "T (6) passante per P e quindi la varietà Sf, chiusura
in P x  di ')^'(b)— tC non contiene P. Siano % un chiuso di l e t a l e  che 9 
sia biregolare sopra V  —  ed sd  =  P* — n  <g). Allora, se Q , e Q2 
sono due qualunque p u n ti d istìn ti d i sd e se, inoltre, Qj e y ,  esiste una

form a g  del tipo  X  L  f k) tale che risu lti : g{Qf)  =  o e g ( Q 2) =f= o.

Infatti, se anche Q2 6 'V, ciò -  per la biregolarità di 9 sopra sd  n  V  -  segue 
subito dal Lem m a 1. Se, invece, Q2 6 i r , per come è stato scelto sd, una
almeno delle forme ^ m+x , • • - , è non nulla in Q2 ed è certam ente
nulla in Q r

(IO) Sarebbe immediato estendere 9 ad una corrispondenza biregolare di P ^  in p*+w+l 
Se infatti co è una corrispondenza birazionale di P^- sopra uno spazio proiettivo ^-dimensionale 
qualunque, descrìtta dalle forme Qo , • • •, Q>n di ordine s, se Çeû e et sono due forme tali 
che deg Ç +  s =  deg Ç +  r, la corrispondenza Q, : P ^  P ^ + w+1 descritta da £$<>, • • •,

subordina 9 sopra E' e soddisfa ovviamente alle condizioni (A) e (B) del 
Lemma 1, ossia è biregolare.



540 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LVII -  dicembre 1974

OSSERVAZIONE 6. Sia ^ : P x  -> P y +W d la corrispondenza razionale 
descritta da > ' '  ' > ®m+n-d > chiaram ente appartiene a ^ un morfismo 

: s t  -> P y 4'*-1 (tale che (Q) =  (^o (Q) . ' ' ' . (Q))» Per °g ni
Q e sé). Per la semi continuità superiore della dimensione delle fibre di un 
morfismo (cfr. [5], Cap. I, § 8, Coroll. 3 del Teor. 3) e per l’Osservazione 5, 
esiste allora un aperto non vuoto sé' C sé  tale che ogni A  e sé' sia punto 
isolato di ij/““1 (A) ed anzi 1 ^ (A) n  contenga soltanto punti
isolati W . Di conseguenza risulta necessariamente, per ogni A e sé ’ : 
dim [rx ,Z)^ , (3>0 . • • •, Qm+n-d) n  (A X <  o e quindi: dim  (O0 , • • •

’> ^m-Vn—d) —

6. Venendo alla dim ostrazione della Proposizione 2, consideriamo intanto 
il caso in cui: dim  ^ fZf^  (O0 =  n (cioè ^ fZfjar (®o , • • •
• • •, <&m+n^ d) è non vuota). Siano: /  una forma lineare tale che /  (P) =(= o, 
&  =  O0 f k  [X0 , • • •, X „]) n  se ed se  =  sé' n  (P* —  S ). Per il Lem m a 2, 
è possibile scegliere una forma 1 e a di grado b >  a, tale che -  se

f b~a -  la varietà /̂ x ,z, ^ ( 4'o , * * *> ^m+»-^+i) sia vuota. Allora l’ap
plicazione <p, : P x  -> V %+n~ d+1 descritta da ^0 > * * * , Ì>m+n-d+i verifica la 
condizione (A) del Lem m a 1, per ogni coppia di punti dell’aperto
% =  <& {#'/̂ X,Z,qe (^0 ) * * ‘ } i*m+n-d+1) Cl S?}.

Occorre ora dim ostrare che per cpe è soddisfatta anche la condizione (B). 
Si può intanto vedere facilmente che gli iperpiani tangenti in P a quelle tra

m-\-n—d-\-1
le ipersuperficie ^  V ^  =  o (X, 6 k) <12) che non sono singolari in P, non 

hanno in comune alcuna re tta  di PC Ciò equivale a dire che per ogni punto 

L del tipo (o , lx , • • •, /„) esiste una forma ò — 2  X,- che si annulla
i= 1

» / 31 \
in P e tale che sia: ("àx7/? ^  ^  °*

Se L appartiene allo spazio T Pf^  tangente in P a i é -  per la biregolarità di 
9 sopra i e  (cfr. Osservazione 2) -  questa condizione è certo soddisfatta da una

m
forma del tipo X,- Se L € T P>̂ ,  essa è soddisfatta da almeno una delle

i=i
forme <J^+1 , • • - , ^ m+n- d : si ricordi, infatti che i polinomi g 1 , • • •, g n_d (dai 
quali si ottengono ^ w+1 , • • • , ^ m+n-di  m oltiplicando ciascuno di essi per
potenze opportune di X n e di f )  sono tali che la m atrice ■ 
y  9 (X i, • • •, X»)
possiede almeno un m inore di ordine n — d  non nullo in P e quindi

(11) Si osservi che se M è una componente di <]/-1 Ò (A) e se R e ^  si può
riguardare come componente di ò/_1Ò(R)-

; (12) Per l’ipotesi che 9 (P) =  (1 , o , • • • , o) e Pn e per come sono state scelte 
1 , • • • , tytn+n-d+i, risulta òo (P) n= o e ò* (P) =  o per i =  1 , • • • , m -fi n — d 1.

d-j-1
Pertanto le forme V Xf- sono tutte e sole le combinazioni lineari (a coefficienti 

in k) di ^0 , • • •, tym+n-d+i che si annullano in P.
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l’intersezione degli n — d  iperpiani tangenti in P alle ipersuperficie 
<pm+j (X 0 , • • •, X M) =  o ( j  =  i , • • •, n — d)  è esattam ente T P)^ .

Per concludere che cp* soddisfa la condizione (B), basta ora provare che il 
punto P è contenuto nell’aperto °ll =  , • • •> tym+„-j+1) O ^ } ,
nel quale -  come si è visto -  verifica certam ente la condizione (A).

Per come è stato scelto SE , ^ iZi^  (^0 > * * *, tym+n-d+i) non può passare 
per nessun punto del tipo (P , Q) con Q =j= P; pertanto è sufficiente esclu
dere che appartenga a /̂ x ,z,Ĵ  (^0 > * ' ‘ » ^m+n-d+i) il punto (P , P). Se così 
fosse -  poiché (P , P) e A -  passerebbero per P almeno due componenti 
distinte della varietà ,* • •, tym+n-d+i) definita dell’ideale «/x,z (^0 >• • •
• • • ; ^ m+n_d+f) e quindi, per essa (P , P) sarebbe punto singolare. Ciò è 
impossibile, come si vede facendo ricorso al criterio jacobiano (cfr. [7], 
Teor. 7), tenendo presente che (P , P) C X ed osservando che -  se
tytij — ^ 0  ì ' * * > -X») 4b* (^0 > * ' * > Zn) — (Z0 , * • • , Zn) (X0 , • • • , XM)
(o <  i , j  <  m f -  n — d  - f  i ; i <  f )  -  tra  i m inori di ordine n della

. /  d  ( Ò o  5 1  ? '  * '  t tym+n—d  j  m+n—d + i)  \  • • • i  11 , i  •m atrice -—7^-------- ^ -----=-------- - -  , ci sono 1 minori dello stesso ordine n\ d ( X i , • • •, X» , Z i , • • •, Zn) /(P,P)

della m atrice ? (moltiplicati per (ip0 (P))w) e questi non

sono tu tti bulli perché, per quanto si è visto sopra, le equazioni

y , Xy =  0 (i =  i , • • •, m  +  n — d  +  1) non hanno alcuna soluzione

propria in comune.

7. Se ^ . z ^ C ^ o  > ' ' ’ > ®m+n-d) è vuota, con le stesse considerazioni 
fatte sopra <pe, si vede che già l’applicazione ^ è biregolare e che lo stesso 
vale per ogni sua estensione <pe) descritta da m  fi- n — d  -f- 1 forme del tipo 

f ~ a y ' ’ ' ) ®m+n-d f ~ a y §m+n-d+i> ove tym+n-d+i si Può scegliere in modo 
arbitrario  entro l’ideale a.
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