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Algebra universale. — Swi riferiments rispetto ai quali una data
corrispondenza fra sistemi relazionali é omomorfa. Nota di GIOVANNTI
Daxtoni, presentata @ dal Corrisp. G. Zappa.

SUMMARY. — Correspondences between relational systems which are homomorphic
with respect to some reference system are studied. Five types of homomorphism conditions
are discussed. Normal references in which a correspondence between relational systems is
a homomorphic correspondence of a certain type are examined, and the cases in which there
is only one of these reference systems are determined.

1. Siano (M, %) ed (M', #') sistemi relazionali con M, M’ insiemi sostegno
ed #,#' insiemi di relazioni definite rispettivamente su M e su M'. Suppo-
niamo inoltre che per ogni R € # esista R’ ¢ #' avente la stessa aritd di R,
e per ogni R’ € #' esista R € #Z avente la stessa arith di R’. Chiameremo 77fe-
rimento normale di Z ed &' ogni corrispondenza p da tutto R a tutto #' tale che
da (R, R’)€p segue che R ed R’ hanno la stessa ariti.

La definizione di corrispondenza omomorfa da (M, %) ad (M', ') si
puod porre in vari modi. '

Si puo dire che (Definizione I) una corrispondenza ¢ da tutto M ad M’
si chiama omomorfa rispetto ad un prefissato riferimento normale o di B ed R’
quando ogni (R, R’) € p soddisfa ad una certa condizione X (che chiameremo
condizione di omomorfismo X).

Si puo dire che (Definizione II) una corrispondenza ¢ da tutto M ad M’
si chiama omomorfa quando esiste un riferimento normale ¢ di # ed ®' tale
che ogni (R, R') € p soddisfa alla condizione d’omomorfismo X.

La Definizione I ¢ I'estensione alle corrispondenze della definizione di
applicazione omomorfa (o omomorfismo) fra sistemi relazionali dello stesso
tipo. La Definizione II ¢ sostanzialmente I'estensione alle corrispondenze
fra sistemi relazionali della definizione di omomorfismo debole fra algebre,
nel caso che il sistema delle operazioni fondamentali coincida con quello delle
operazioni algebriche, data da A. Goetz nel 1964 @,

Per la Definizione I una corrispondenza omomorfa & una coppia (¢, p)
costituita da una corrispondenza ¢ da tutto M ad M’ e da un riferimento nor-
male p di # ed Z' (rispetto al quale ¢ ¢ omomorfa). Se consideriamo distinte
due tali coppie (¢, p) e (p1, py) quando & @ ==, oppure o == oy, allora per
una data ¢ la Definizione I ¢ la Definizione I1 coincidono se e solo se la ¢ é
omomorfa rispetto ad un solo riferimento normale.

(*) Nella seduta del 14 novembre 1974.
(1) Goetz [1].
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In questo lavoro studiamo i riferimenti normali rispetto ai quali una
data corvispondenza ¢ da tutto M ad M' é omomorfa, con particolare riguardo
al caso in cui di tali riferimenti ne esiste uno solo.

Esponiamo ora alcuni dei risultati che dimostreremo nei nn. 4-8.

Nel n. 4 diamo la definizione di corrispondenza omomorfa ¢ (da tutto M
ad M) rispetto al riferimento normale p. Considereremo cinque tipi di condi-
zioni di omomorfismo: A,B,C,D, E, e quindi cinque tipi di corrispon-
denze omomorfe rispetto al riferimento normale g, e li indicheremo con tipo
A,B,C,D, E.Se ¢ ¢&un’applicazione i cinque tipi si riducono atre: B, D , E.
Se ¢ & un’applicazione e i sistemi (M, %) ed (M’, #') sono algebre, i tipi si
riducono a due: D, E, che sono gli usuali omomorfismi di un’algebra in e
su tutta un’altra algebra dello stesso tipo Questa proprietd, ben nota, viene
da noi completata con la seguente:

Se (M, &) ed (M', ') sono algebre ¢ se ogni x € M & il risultato di qualche
operazione di R, allora ogni corvispondenza omomorfa di tipo B rispetto al rife-
rimento normale o é un’applicazione.

Se ¢ ¢ una corrispondenza omomorfa di tipo X (X =A,B,C,D, E)
rispetto a quallche riferimento normale, allora 'insieme dei riferimenti normali
rispetto ai quali ¢ & omomorfa di tipo X ha il massimo che indicheremo con
Py € ogni riferimento normale p che sia sottoinsieme di py & tale che ¢
risulta omomorfa di tipo X rispetto a p Da cid segue che se si conosce gy, si
conoscono anche tutti i riferimenti normali rispetto ai quali ¢ & omomorfa di
tipo X e quindi si puo vedere se fra essi ce ne sono di particolarmente semplici
o particolarmente adatti allo studio di determinate questioni.

Il riferimento normale massimo py si costruisce in modo molto semplice
per i tipi E e D (n. 6). Inoltre, detta ancora ¢ una corrispondenza da tutto
M ad M/, si ha (n. 6a):

Se @ ¢ omomorfa di tipo E rispetto a qualche riferimento normale, allora
essa ¢ omomorfa di tipo E rispetto ad um solo riferimento normale.

Se ¢ ¢ omomorfa di tipo D rispetto a qualche riferimento normale, allora
in generale il riferimento normale rispetto al quale ¢ ¢ omomorfa di tipo D
non ¢ unico. Tuttavia, in questo caso (tipo D), per la particolare semplicita
di pp, le condizioni di unicita si determinano facilmente (n. 6 b).

Nel caso generale si ha il seguente Teorema (n. 7);

Se ¢ & omomorfa di tipo X (X = A ,B,C, D, E) rispetto a qualche rife-
rimento normale, allora affinché essa sia omomorfa di tipo X rispetto ad un solo
riferimento normale é necessario e sufficiente che git insiemi R , R', oy si possano
decomporre nel seguente modo

R =R IR2, con BNRe= T ; R = FOHy, con BNORy= &;
Px = 01Uy, con oy applicazione di R, su tutto R; ed et applicazione di
Ry su tutto Ro.

Nel n. 8, invece di riferimenti normali (che sono corrispondenze da tutto
R a tutto R'), consideriamo certe corrispondenze ¢ da tutto # ad &' che chia-
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miamo regolari e complete. Poniamo la definizione di corrispondenza o,
da tutto M ad M', omomorfa di tipo X rispetto a una corrispondenza & rego-
lare e completa. Proviamo che ura corrispondenza ¢ da tutto M ad M’ é omo-
morfa di tipo X rispetto a qualche corrispondenza o regolare e completa allora e
solo quando essa é omomorfa di tipo X rispetto a qualche riferimento normale
di R ed R', e determiniamo le condizioni di unicita di 6. In particolare proviamo
che una corrispondenza ¢ da tutto M ad M’ ¢ omomorfa di tipo D rispetto a
qualche applicazione regolare e completa di # in %', allora e solo quando essa

¢ omomorfa di tipo D rispetto a qualche riferimento normale. Infine notiamo
che:

\

Se una corvispondenza ¢ da tutto M ad M' é omomorfa di tipo D rispetto
a qualche applicazione regolare e completa, allova essa é omomorfa di tipo D
rispetto ad una sola di tali applicazioni se e solo se rvelazioni distinte di R' hanno

restrizioni distinte in Me.

2. Sia M un insieme non vuoto e sia o un ordinale > 1. Chiameremo
relazione di arita « definita su M un qualunque sottoinsieme non vuoto di M2,
Un elemento di M* lo chiameremo una a—sequenza di elementi di M e lo indi-
cheremo con (ag, a1, *, @y, " Jy<o i@y € M).

Siano M ed M’ insiemi non vuoti e sia ¢ unz corrispondenza da tutto M
ad M'; cio¢ ¢ & un sottoinsieme di M X M’ tale che ogni x € M ¢& primo ele-
mento di qualche coppia (x, x) € ¢.

Nel seguito indicheremo con Mo I'immagine di M in M’ mediante la o,
cio¢ I'insieme dei secondi elementi delle coppie di . Inoltre sz @ = (aq, @y ,- - -

“, @y, )y<a © una a-sequenza di elementi di M, indicheremo con ap
I'insieme delle a—sequenze di elementi di M', @’ = (a9, a1, - -, @y, Jy<o tali
che (@, ag) € ¢, (a1, a1) €9, --,(ay,ay) €9, --. Se R & una relazione di arita

« definita su M, éndicheremo con Re la relazione di aritd o definita su M’ nel

seguente modo: Re = U a¢. Se R’ & una relazione di aritd « definita su M’
aeR

indicheremo éon [R'ly, linsieme [R']y, = R'0(Me)* e diremo che [R']yq
¢ la restrizione di R' in Mo. Se ¢ R'N(Mg)*==g, allora [R']y, ¢ una
relazione di aritd « definita su Me.

3. Siano (M, R) ed (M', R') sistemi relazionali ®. Cioe¢ M ed M’ sono
insiemi non vuoti, £ & un insieme di relazioni definite su M , £’ & un insieme
di relazioni definite su M.

Diremo che # ed &' sono riferibili quando: 1) Per ogni R € # esiste
R'€ #' avente la stessa aritd di R. 2) Per ogni R’ ¢ #' esiste R € # avente
la stessa aritd di R’

(2) M, Z) ed (M’, ') possono essere, in particolare, algebre universali. (M , %) &
un’algebra universale quando per ogni R ¢ # si ha che: 1) la arith « di R & « = @ 1, con
B ordinale; 2) esiste una operazione F di aritd B definita su M, tale che le a-sequenze che
sono elementi di R sono tutte e sole quelle del tipo (@, a1, -, @y, -, F)y<g con ay eM
ed F=F (@,a;, -, ay, )
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Se # ed &' sono riferibili diremo che l'ordinale o & una ardta possibile
quando esiste R € #Z di arith a.

Se # ed #' sono riferibili indicheremo con AOR' Iinsieme delle coppie
(R,R’) con ReZ ed R’ € #'" avente la stessa arith di R.

Se Z ed &' sono riferibili chiameremo riferimento normale di R ed R’
ogni corrispondenza p da tutto £ a tutto %’ tale che da (R, R’) € ¢ segue
che R ed R’ hanno la stessa aritd. Cioé & p C Z®ZA', I'insieme dei primi ele-
menti delle coppie di p ¢ #, e I'insieme dei secondi elementi delle coppie di
p & X

Notiamo che se Z ed %' sono riferibili, allora ZQ®% & un riferimento
normale di # ed #'. Inoltre ZRA#' & I'unico riferimento normale di # ed
Z' allora e solo quando per ogni aritd possibile « si ha che o % contiene una
sola relazione di arita «, oppure #' contiene una sola relazione di ariti o.

*  Osservazione. Se (M, %) ed (M’, Z’) sono sistemi relazionali dello stesso tipo, allora
¢ dato un insieme Q di indici, ciascuno con una data arit3, e ad ogni w e Q corrisponde un
Ry e Z ed un Ry, e #’. L’insieme e delle coppie (R, , Rey)

P = {(Rw;Rw)f‘-"GQ}
¢ un riferimento normale di & ed %', mentre I'insieme Q si pud chiamare semplicemente un
riferimento di # ed H'. La corrispondenza che associa ad ogni o eQ la coppia (Ry, , Re) &

un’applicazione di Q su tutto p che conserva la arita, e p & determinato da Q (ma non vice-
versa).

4. Stano (M, R) ed (M', R') sistemi relazionali con R ed R riferibils,
sta @ una corrvispondensa da tutto M ad M, ¢ sia o un riferimento normale di
R ed X'

Diremo che @ ¢ una corrispondenza omomorfa di tipo A, 0o B, 0 C, oD,
0 E, rispetto al riferimento nomale o, quando per ogni (R, R') € o si ha rispet-
livamente:

(A) a9 [R' |y == @ per ogni a2 € R

(B) Ro C [R]me

©) [Rlye CRe e a0 [R'ye=+ o per ogni a€R
D) Re = [R']ye

) Rp=[Rly, © Mp—M

Osserviamo che:

a) La condizione (B) ¢ equivalente alla seguente
(B9 a9 C [R']ye per ogni a€R.
Cio segue dalla Rg = U ao.

aeR

b) Se per ogni (R, R’)€p chiamiamo corrispondenti un elemento
2 € R ed un elemento @’ € R’ quando ¢ a’ € ag, allora la (A) equivale ad affer-
mare che la detta corrispondenza & da futto R ad [R']y,, mentre la (C) equivale
ad affermare che la detta corrispondenza & da tutto R a tutto [R'ye-
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c) Se la ¢ ¢ uwapplicazione di M in M’ allora per ogni a€ R I'in-
sieme a¢ ha un solo elemento e quindi le condizioni (A) e (B) sono equi-
valenti, come pure sono equivalenti le condizioni (C) e (D). Pertanto, s¢ ¢
¢ un'applicazione di M in M', allora i cingue tipi A ,B,C,D ,E, si riducono
a tre: B,D,E. Il tipo B ¢ l'usuale omomorfismo fra sistemi relazionali; il
tipo E & quello che Pierce ® chiama epimorfismo ed altri @ chiamano omo-
morfismo forte; il tipo D & quello che Gratzer ®, nel caso delle algebre
parziali, chiama omomorfismo pieno.

d) Se la @ ¢ un'applicazione di M in M e i sistemi (M, &) ed (M', R')
sono algebre universali, allora, come & ben noto, da Rg C [R']y, segue
Ro = [R']ye, cioe le condizioni (B) e (D) sono equivalenti e quindi 7 #¢ #ipi
st riducono a due che sono precisamente 'usuale omomorfismo di un’algebra in

un’altra dello stesso tipo, o su tutta un’altra dello stesso tipo. Questa proprieta &
completata dalla seguente.

e) Supponiamo che i sistemi (M, ) ed (M’ , B') siano algebre universali
e che ogni elemento x € M sia il risultato di qualche operazione di R. In questa
ipotesi ogni corrispondenza omomorfa di tipo B rispetto al riferimento normale
p, & un’applicazione di M in M'.
Infatti, siano x € M, x’ e M’, 2" € M’ tali che

(1) (x,2) €9 (x, 2" eoq.

Per ipotesi esiste R € £ tale che x ¢ l'ultimo elemento di qualche a-sequenza
y€eR

v="(29,%, ", Xy, -, X)y<p € R (x, € M)

essendo a = B - 1 la aritd di R.

Consideriamo ora un R’€ £’ tale che (R, R’) € p. Poiché ¢ & da tutto
M ad M’, per ogni x, (y<B) possiamo scegliere x4 € M’ tale che (xy , 2xy) € Q.
Da queste, dalle (1) e dall’ipotesi che ¢ & omomorfa di tipo B, segue

1 1 ’ ’ — ’ 12 1 ’ n I ’
(xoyxly'“)ny"')x)y(BGy(P}:R <x0yx1)""x‘Yy"')x)Y<ﬁ€ycp_\_=R
da cui, poiché R’ & un’operazione, segue x' = x''.

f) Consideriamo ogni coppia (R, R’) € p come una relazione di arita
« uguale alla’arita di R e di R’, definita su M X M’ nel seguente modo:

(@0, ag) s (a1, 1), (ay, ay) ,++ Jy<a € (R, R)

! 1 ’
se e solo se (ag,ay, -+, ay, )y« €ER e (ag, a1, -, ay- - *)y<a € R'.

(3) Pierce [2], p. 20.
(4) Malcev [3], p. 45; Chang-Keisler [4], p. 242.
(5) Gratzer [5], p. 81.
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Otteniamo cosi un sistema relazionale (M X M/, p) che chiameremo
prodotto diretto di (M , R) per (M, #') secondo o. Dopo cid, tenendo presente
la definizione di prodotto sottodiretto ® si vede facilmente che:

Condizione necessaria e sufficiente affinché una corrispondensa ¢ da tutto
M a tutto M' sia omomorfa di tipo C rispetto al riferimento normale ¢ & che ¢
sita prodotto sottodiretto di (M , &) per (M’ , R') secondo p.

g) Supponiamo infine che (M , &) ed (M', R') siano algebre. In questa
ipotesi il prodotto diretto (M X M’, p) & un’algebra e si ha che:
Se una corrispondenza ¢ da tutto M ad M ¢ una sottoalgebra di (M X M, o)

allora essa é una corrispondenza omomorfa di tipo A rispetto al riferimento
normale .

5. Stano (M, &) ed (M', R') sistemi relazionali con R ed R' riferibili e
sia @ una corrispondensza da tutto M ad M'.

a) Affinché¢ ¢ sia omomorfa di tipo X (X =A,B,C,D,E) rispetto
a qualche riferimento normale occorre e basta che: 1) per ogni R € # esista
R’ € #' avente la stessa arithd di R e tale che la coppia (R, R’) soddisfi alla
condizione X. 2) Per ogni R’ € # esista R € # avente la stessa aritd d1 R'e
tale che la coppia (R, R’) soddisfi alla condizione X.

b) Supponiamo ora che ¢ sia omomorfa di tipo X (X =A,B,C,D,E)
rispetto a qualche riferimento normale.
Indichiamo con oy l'insieme di tutte le coppie (R, R") € RRQR' che soddi-
sfano alla condizione X. Si ha subito che:
I) px ¢ un riferimento normale rispetto al quale la ¢ & omomorfa di
tipo X, anzi py & i/ massimo dei riferimenti normali rispetto ai quali ¢ ¢
omomorfa di tipo X.

2) py € univocamente determinato da (M, %), (M, %), ¢, e dalla
condizione X.

3) I riferimenti normali rispetto ai quali ¢ & omomorfa di tipo X sono
tutti e soli i riferimenti normali p per cui si ha p Coex-

c) Nel seguito indicheremo con E 1'equivalenza definita su # nel se-
guente modo:

. Ri=Ra(E) se e solo se Ry ed Ry hanno la stessa aritd e si ha
Ri9 = Reo; e indicheremo con [R] la classe di E contenente R € Z.

Inoltre indicheremo con E' 'equivalenza definita su #' nel seguente modo:

Ri = R3(E’) se e solo se Ry ed Ry hanno la stessa arith e si ha
[Rilme = [Ralme; € indicheremo con [R'] la classe di E’ contenente R’ € #'.

Infine, se Y ¢ un insieme, indicheremo con | Y | il cardinale di Y

(6) Pierce [2], p. 42.
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6. Siano (M , R) ed (M, R') sistemi relazionali con R ed R' riferibili, e
sia @ una corrispondenza da tutto M ad M'. In queste ipotesi si ha:

a) Se @ ¢ omomorfa di tipo E rispetto a qualche riferimento normale,
allora essa é omomorfa di tipo E rispetto ad un solo riferimento normale, e que-
sto riferimento normale & I'applicazione (di R su tutto R') che si ottiene facendo
corrispondere ad ogni R € & l'elemento R = R' € A,

Se @, oltre che essere omomorfa di tipo E rispetto a qualche riferimento
normale, ¢ un’applicazione biunivoca (di M. su tutto M), allora anche il riferi-

\

mento normale rispetto al quale ¢ é omomorfa di tipo E & un'applicazione bin-
nivoca O (di R su tutto R").

Infatti, se ¢ & omomorfa di tipo E rispetto a qualche riferimento normale, allora si ha
Mo = M’, quindi [R"]y;, = R’ per ogni R’ ¢ #’, quindi le coppie (R, R’) eZR A che sod-
disfano alla condizione E sono quelle per cui si ha Re = R’. Ne segue che il riferimento
normale massimo rispetto al quale ¢ & omomorfa di tipo E &

(2) 5 = U (IR] X (Re})

dove [R]x{Re} indica il prodotto cartesiano della classe [R] di E che contiene R e R, per
Pinsieme {Re} che ha come unico elemento Re = R’e%".

Ciot pj, & I'applicazione di & su tutto %’ che si ottiene facendo corrispondere ad ogni
R e lelemento Rp = R’ e %'. Da cid segue che se ¢ & un riferimento normale rispetto
al quale ¢ & omomorfa di tipo E, si ha p C P> quindi p & un’applicazione di # su tutto %',
quindi & p = Pg -

Infine, supponiamo che la ¢, oltre che essere omomorfa di tipo E, sia biunivoca. Proviamo
che per R,Rie#, da Rp= R;¢ segue R = R;. Infatti, sia (@0, @1,---)eR; si ha
(@¢,a19, --)eRo= Ry ¢, quindi esiste (4p,&1, --)eRy tale che agQ = by, a3 ¢ =
= b19,---. Da queste, poiché ¢ & biunivoca segue @y = by, @y =8, ,- - -, quindi (@p, @1,--+) =
= (b0, &1, -+) e R1. Pertanto si ha R C Ry. Analogamente si vede che & Ry C R, e quindi si
ha R = Ri. Da quanto abbiamo provato segue che & |[R]] = 1 per ogni R e %, e quindi per
la (2) si ha che la Py & biunivoca.

b) Supponiamo ora che la ¢ sia omomorfa di tipo D rispetto a qualche
riferimento normale.

Sia [R] una classe dell’equivalenza E. L’insieme di tuttigli R’e %’ tali che [RIme = R
non & vuoto ed & una classe dell’equivalenza E’. Ad ogni classe [R] di E facciamo corrispon-
dere la classe di tutti gli R’ e %’ per cui si ha [R’]p, = Re. Otteniamo cosi un’applicazione
9 dell’insieme delle classi di E sz futto insieme delle classi di E’:

[R]®=[R’] con R’eZ tale che Ry, = Re.
Si vede subito che Ja & ¢ biunivoca e si ha

(3 fp =Rgg([R] x[R]9)

dove [R]X[R]% indica il prodotto cartesiano della classe [R] di E per la corrispondente
classe [R]9 di E’.

(7) La biunivocita del riferimento normale, nel caso che (M , %) ed (M’, %) sono algebre
finitarie col sistema delle operazioni fondamentali coincidente con quello delle operazioni
algebriche, trovasi notata in Goetz [1].

36. — RENDICONTI 1974, Vol. LVII, fasc. 6.
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Dalla (3) segue che ¢ ¢ omomorfa di tipo D rispetto ad un solo riferimento normale se
e solo se per ogni Re & si ha

I[R]|=1 oppure |[R]®|=1.

Infatti, se per ogni R e si ha | [R]| =1 oppure | [R]%|= 1, allora levando da fp
una qualunque sua coppia (R, R’) epp, non si ottiene mai una corrispondenza da tutto £
a tutto #’, e quindi non si ottiene un riferimento normale.

Supponiamo invece che per qualche R e Z sia | [R]| =2 ed | [R]%]| = 2.

In questa ipotesi possiamo scegliere due elementi distinti in [R], Re[R] ed Rie[R],
e possiamo scegliere due elementi distinti in [R]&, R’ e [R]9% ed R e[R]®; e si ha
(R ’ R/) GBD’ (R]_ ’ R/) E(SD! (Rl ’ Ril) E_P-D-

Ne segue che levando da B la coppia (Ri, R’) B, si ottiene un riferimento normale
p rispetto al quale ¢ ¢ omomorfa di tipo D, e che & distinto da .

Da quanto sopra segue
Se @ & omomorfa di tipo D rispetto a qualche riferimento normale, allora:
1) Facendo corrispondere ad ogni classe [R] di E la classe [R'] di E' for-
mata dagli R'€ R’ per cui si ha [R'lye = Ro, si ottienc una applicazione biuni-
voca & dell’insieme delle classi di E su tutto I'insieme delle classi di E'.
2) Il riferimento normale massimo oy rispetto al quale ¢ & omomorfa
di tipo D é ’
o = U ([R]% [R]9).

3) La @ é omomorfa di tipo D rispetto ad un solo riferimento normale
allora e solo quando per ogni R € R ¢ per ogni R' € R' tale che [R'lye = Re,
st ha

‘ [[R]l] =1 oppure |[R']|=1.

In particolare:

Se @ & omomorfa di tipo D rispetto a qualche riferimento normale e se vale
una delle seguenti due proprieta:

1) La ¢ & biunivoca; oppure :

2) Relazioni distinte di R hanno restrizioni distinte in Me;
allora la ¢ é omomorfa di tipo D rispetto ad un solo riferimento normale.

Infatti, nel primo caso si ha |[[R]]| = 1 per ogni R € £, e nel secondo
caso si ha [[R']] =1 per ogni R' € #'.

Notiamo inoltre che nel primo caso 551 ¢ un’applicazione di £’ su tutto
Z, e nel secondo caso pp ¢ un’applicazione di £ su tutto Z%'.

Osserviamo infine che:

Se @ & un’applicazione biunivoca di M in M omomorfa di tipo D rispetto
a qualche riferimento normale, ¢ se relazioni distinte di R' hanno restrizioni
destinte in Mo, allora la ¢ é omomorta di tipo D rispetto ad un solo riferimento
normale e questo riferimento normale é uw’ applicazione biunivoca di & su tutto X'

c) Szano (M |, &) ed (M', R') sistemni relazionali con
MCM Z={[R]u|R ez}
e sia © una corvispondenza da tutto M ad M'. In queste ipotesi I'insieme

e ={([Rlu,R)| R ez}
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¢ un riferimento normale di # ed %', e si ha che:

Se @ & omomorfa di tipo D rispetio al riferimento normale o, allora rela-
zioni di R' che hanno uguali restrizioni in Ml hanno uguali restrizioni anche
in Meg. Cioe per ogni R’, Rj € #Z', da [R']y = [Ri]y segue [R'lye = [Ri]yo-

Infatti, per ogni R/, Ri € #' si ha

(R, R €p ([Ri]m, Ry € p
da cui, essendo ¢ omomorfa di tipo D rispetto a p, segue
4) [Rn® = [R'me [Rilm® = [Rilue -

Se ¢ [R']y = [Ri]y, allora ¢ anche [R']y ¢ = [Ri]y 9, € quindi per le (4)
¢ [R'lye = [Rilye che & quanto volevasi provare.
Dalla proprieta dimostrata sopra segue in particolare (per Mg = M) che:

Se @ & omomorfa di tipo E rispetto al riferimento normale e, allorarelazion:
di R' che hanno uguali restrizioni in M, sono uguali ®.

7. Siano (M | R) ed (M', R') sistemi relazionali con R ed R' riferibil,
¢ sia ¢ una corrispondenza da tutto M ad M' omomorfa di tipo X (X = A |
B,C,D,E) rispetto a qualche riferimento normale. In queste ipotesi si ha:

Affinché la ¢ sia omomorfa di tipo X rispetto ad un solo riferimento normale
¢ mecessario e suffficiente che gli insiemi B , R, ©x 7 possano decomporre nel
seguente modo

R=MUR:, con MOR=0; R =RHOR, con RBOR = o;
ox = p1Ups, con oy applicazione di R su tutto Ry ed o5t applicazione di Ry
su tutto Ks .

Supponiamo che ¢ sia omomorfa di tipo X rispetto ad un solo riferimento normale.

Indichiamo con Z I'insieme degli R e #Z che sono primi elementi di una sola coppia di
Py € 1nd1ch1amo con s linsieme degli R e Z che sono primi elementi di almeno due coppie
dipy . Indichiamo con p, I'insieme delle coppie di p Py che hanno il primo elemento in %1 e
con p, 'insieme delle coppie di py che hanno il primo elemento in #s. Si ha

R=RU0Ry, con BiNRBy= o ; Px=1p1UpPy, CON pNp,=0.

Indichiamo con 22 Pinsieme dei secondi elementi delle coppie di p;, e con X', insieme
dei secondi elementi delle coppie di py. Si ha &' = B, 0%,.

Proviamo che ¢ #1N%#’, = . Infatti sia R’ e &’ 10@'2. Da R’ e %1 segue che esiste
R; e &, tale che (Ry, R%) e Px Da R’y e Z'; segue che esiste Ra e %> tale che (Ry, R%) eﬁx
Da Rz2e %2 segue che e51ste R’ Z=R’ e tale che (Ry,R%)e fx- Da Ry, RY)e Px
(Rg, RY) ef’x’ (Re, R%) e Px» con Ri==Ra ed R} ==R’, segue che se da ¢ 2 si leva la
coppia (R;, R) si ottiene un riferimento normale p, distinto da Py € rispetto al quale ¢ &

(8) Da questa proprietd, nel caso che (M’, ') & un’algebra (M , ) & una sottoalgebra
di (M’, '), e ¢ & un’applicazione omomorfa di (M , %) su tutta (M’, &), segue subito il se-
guente risultato di Marczewski [6]:

Se un algebra A ¢ immagine omomorfa di una sua sottoalgebra B, allora due operazioni
algebriche di A che coincidono in B coincidono anche in A.



500 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LVII - dicembre 1974

omomorfa di tipo X. Poiché ci6 contraddice con 'ipotesi che ¢ & omomorfa di tipo X rispetto
ad un solo riferimento normale, si ha che ¢ '\ NH's = 3.

Osserviamo ora che p; ¢ per definizione un’applicazione di % su tutto %’ . La py & per
definizione una corrispondenza da tutto %, a tutto %’ .

Iy

Proviamo che 9'2'1 & un’applicazione. Infatti, siano (Ry, R%) e ps ed (R, R%) e ps, con
Rp==Rs. Poiché Rae %2 si ha che esiste R, e %', tale che (Ry, R%) e py ed R ==R’;. Da
(Ro, R%) epz, (Ra, R eps, (Ry,R%)eps, con Ry==R, ed R’ == R%, segue che se da Py
si leva la coppia (R, R%) si ottiene un riferimento normale, distinto da Py e rispetto al quale
¢ & omomorfa di tipo X. Cid contraddice con I’ipotesi di unicita, e quindi pgl ¢ un’applicazione.

Viceversa, supponiamo che #Z, %’ e Py ammettano una decomposizione del tipo di quella
descritta nell’enunciato. Levando da §y una coppia, qualunque essa sia, non si ottiene mai
una corrispondenza da tutto & a tutto #’. E poiché se p & un qualunque riferimento normale
rispetto al quale ¢ & omomorfa di tipo X, si ha p C Py ne segue che & necessariamente p = <
e quindi gy & I'unico riferimento normale rispetto al quale ¢ & omomorfa di tipo X.

8. Siano (M , &) ed (M', R') sistemi relazionali, sia ¢ una corvispondenza
da tutto M ad M, e sia 6 una corrispondenza da tutto & ad R'.

Diremo che 6 ¢ regolare quando da (R, R’) € 6 segue che. R ed R’ hanno
la stessa arita. Diremo che o & completa su Mo quando per ogni R’ € &' esiste
(R, Ri) €6 con Rj avente la stessa arita di R’ e tale che [R']yo =[Rilyeo-
Diremo che ¢ ¢ omomorfa di tipo X (X = A, B,C, D, E) rispetto a ¢ quando
ogni (R, R") € ¢ soddisfa alla condizione X. Premesso cid si ha:

a) Una corrispondensa ¢ da tutto M ad M' ¢ omomorfa di tipo X rispetto
@ qualche corvispondenza o regolare ¢ completa su Mo, allora e solo quando essa
¢ omomorfa di tipo X rispetto a qualche riferimento normale di R ed R'.

Infatti, se ¢ & omomorfa di tipo X rispetto a qualche riferimento normale
di Z ed #', allora ¢ & omomorfa di tipo X rispetto a qualche corrispondenza
regolare e completa su Mg perché ogni riferimento normale di # ed %' & una
corrispondenza da tutto # ad £’, regolare e completa su Me.

Viceversa, supponiamo che ¢ sia omomorfa di tipo X rispetto a qualche
corrispondenza ¢ da tutto # ad £’ regolare e completa su Me. Poiché o &
da tutto % ad &/, per ogni R € # esiste R'€ #' tale che (R, R’) € ¢; poiché
o & regolare, R" ha la stessa arita di R; e poiché ¢ & omomorfa di tipo X rispetto
a o si ha che la coppia (R, R’) soddisfa alla condizione X.

- Sia ora R'e #'. Poiché ¢ ¢ completa su Mg, esiste (R, Ry) ¢ 6 con Rj
avente la stessa aritd di R’ e tale che [Ri]y, = [R']ye. Da cid segue che R
ha la stessa aritd di R’ e che la coppia (R, R’) soddisfa alla condizione X.

Per quanto sopra si ha (n. 3 e n. 5a) che #Z ed &’ sono riferibili e ¢ &
omomorfa di tipo X rispetto a qualche riferimento normale di # ed %'.

b) Se una corvispondensa ¢ da tutto M ad M' & omomorfa di tipo X ri-
spetto a qualche corrispondenza o regolare e completa su Mo, allora essa ¢
omomorfa di tipo X rispetto ad una sola corrispondenza regolave ¢ completa su
Mo, se e solo se:

1) Relazioni distinte di R' hanno restrizioni distinte in Me.
2) Gli insiemi R ,R', oy, Si possono decomporre come nel teorema
del n. 7. '
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Supponiamo che ¢ sia omomorfa di tipo X rispetto a qualche corrispondenza
o regolare e completa su Mo. Proviamo che se ¢ ¢ 'unica corrispondenza rego-
lare e completa rispetto alla quale @ ¢ omomorfa di tipo X, allora si ha [[R']]| =1
per ogni R'€ #’, e quindi ¢ & su tutto %', e quindi ¢ & un riferimento normale
di #Z ed #'.

Infatti, sia R’ € %' tale che |[R']| > 2. Poiché o ¢& completa esiste
(R, Ri) € 6 con Ry avente la stessa arita di R’ e tale che [Rilyo = [R'lyo-
Poiché ¢ & omomorfa di tipo X rispetto a ¢ si ha che la coppia (R, Rj) €s
soddisfa alla condizione X e quindi alla stessa condizione X soddisfa anche ogni
coppia (R, Rg) con Ry avente la stessa arita di R e tale che [R3]yo = [Rilyeo-
Da [R'lys = [Rilye=[Rilp scgue [R']=[R{] = [R4]. E poiché|[R']|=2, pos-
siamo scegliere Rg == Ri. Dopo cid, osserviamo che se da ¢ leviamo la coppia
(R, Ry) € 6 e aggiungiamo la (R, Rg), s non ¢& gid in o, otteniamo una corri-
spondenza o, da tutto # ad &' che & regolare e completa su Mo, & tale che
rispetto ad essa la ¢ ¢ omomorfa di tipo X, ed ¢& distinta da o, contro l'ipotesi
di unicita di 6. Pertanto si ha |[R']| = 1 per ogni R’ € £, ciot vale la 1).
Inoltre, dalla 1) segue che ¢ & su tutto #’, quindi ¢ & un riferimento normale,
e da cio, per lipotesi di unicitd, segue la 2).

Viceversa, supponiamo che valgano 1) e 2). Da 1) segue che ogni corri-
spondenza regolare e completa su Mg ¢ un riferimento normale, e dalla 2)
per il Teorema del n. 7 segue l'unicitd di o.

c) Una corrispondenza ¢ da tutto M ad M' é omomorfa di tipo D rispetto a
qualche applicazione di R in R' regolare e completa su Mo, allora e solo quando
essa é omomorfa di tipo D risp:tto a qualche riferimento novmale di B ed R'.

d) Se una corrispondenza ¢ da tutto M ad M é omomorfa di tipo D rispetto
a qualche applicazione di R in R’ regolare e completa su Mo, allora essa é
omomorfa di tipo D rispetto ad una sola di tali applicazioni se e solo se relazioni
distinte di R' hanno restrizioni distinte in Mo; cioé se e solo se si ha [[R']] =1
per ogni R' e R’

La ¢) e la d) seguono subito dalla pp = U ([R] X [R]9) del n. 6 b).
ReZ
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