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C ataldo A g o st in e lli,  S u nuovi casi d i integrabilità, ecc. 391

Meccanica analitica. — Su  nuovi casi di integrabilità per separa
zione di variabili delVequazione dinamica di H amilton-Jacobi. N ota I (#) 
del Socio C a ta ld o  A g o s t i n e l l i .

Summary. — In this paper we complete a research effected in a Memoir of the Aca
demy of Sciences of Turin and in a Note of the Venetian Institute in the year 1937, concerning 
the determination of all types of kinetic energy and potential of forces which make integrable 
by separation of variables the corresponding dynamical equation of Hamilton-Jacobi. We 
show that this equation is in effect soluble by separation of variables and we assign the corre
sponding complete integrals in the general case.

I. L a questione di determ inare tu tti i tipi di problemi dinam ici con 
vincoli indipendenti dal tem po e soggetti a forze conservative, per i quali 
la corrispondente equazione di H am ilton—Jacobi sia integrabile per separa
zione di variabili, fu posta come si sa da Stäckel nel 1891 <D che riuscì a de
term inare il caso di integrabilità che porta il suo nome, nel quale l’energia 
cinetica ha form a ortogonale, m entre un caso più particolare di integrabilità, 
che rien tra  in quello di Stäckel, era stato in precedenza segnalato da Liouville.

Lo stesso Stäckel assegnò anche in modo esplicito le condizioni per la 
possibilità del problem a nel caso generale. Queste condizioni furono succes
sivam ente ricavate, sotto altra forma, da L evi-C ivita in una lettera allo stesso 
Stäckel pubblicata nei «M athem atische A nnalen » (2b

O ra la questione di determ inare un così detto integrale completo del
l’equazione alle derivate parziali di H am ilto n -Jacobi col criterio della 
separazione di variabili si presenta spontaneo in molti problem i dinamici. 
D ’altra parte  i casi più notevoli in cui si riesce effettivam ente ad assegnare 
un integrale completo di detta equazione sono appunto quelli in cui è appli
cabile il criterio della separazione delle variabili. M a questa possibilità si 
riscontra evidentem ente soltanto in corrispondenza di forme particolari 
dell’energia cinetica e del potenziale delle forze. D a ciò viene l’im portanza 
di determ inare tu tte  le forme per cui è applicabile il detto criterio.

In  m erito a questa questione il L evi-C ivita, nella lettera allo Stäckel, 
dopo aver stabilito le condizioni per la possibilità di risoluzione del problem a, 
assegnava una classificazione dei casi in cui si presenta questa possibilità, 
e risolveva il problem a in cun caso particolare nel quale le forze agenti sono 
nulle e la varietà m etrica e euclidea. (*)

(*) Presentata nella seduta del 14 novembre 1974.
(1) P. S tä ck e l, Habilitationsschrift (Hale), 1891. idem, «Mathematische Annalen», 42 

(1893), pp. 537-563.
(2) T. L evi-C ivita , Sulla integrazione della equazione di Hamilton-Jacobi per separa

zione d i variabili, «Math. Ann.», 59 (1904), pp. 383-397.
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Successivamente il D all’A cqua com pieva un ulteriore passo dando 
la risoluzione com pleta del problem a nel caso di tre  variabili.

In  una N ota posteriore il Burgatti affrontava di nuovo il problem a, 
assegnando in m odo intuitivo, nel caso generale di variabili, n  —  1 nuovi 
tipi di equazioni di H am ilton-Jacob i integrabili m ediante la separazione 
delle variabili, senza però dim ostrare se quei tipi fossero i più generali.

Più tardi, in una M em oria dell’Accadem ia delle Scienze di Torino del 
1937 (5) e in una N ota dell’Istitu to  Veneto <3 4 5 6>, utilizzando la classificazione 
di L evi-C ivita veniva da me data  la risoluzione generale e sistem atica del 
problem a m ediante un algoritm o più sintetico e dopo aver messo in luce alcune 
riposte proprietà geom etriche della varietà m etrica vincolare.

In  questi lavori assegnavo, nel caso generale di % variabili, l’espressione 
esplicita di tu tti i tipi di energia cinetica e di potenziali delle forze per cui le 
corrispondenti equazioni di H am ilto n -Jacobi erano integrabili per separa
zione di variabili, m a non mi occupavo di determ inare i relativi integrali 
completi.

Nelle Note, che ho ora l ’onore di presentare all’Accadem ia, dim ostro 
come i sistemi dinam ici caratterizzati in quei lavori si integrano effettivam ente 
col criterio della separazione delle variabili e assegno i corrispondenti integrali 
completi, contenenti cioè tan te  costanti arb itrarie essenziali quante sono le 
variabili incognite. Nella prim a N ota considero il caso generale della classi
ficazione a cui ho accennato, dando due distinte soluzioni del problem a. In 
una seconda N ota vengono esam inati i casi estremi che al lim ite danno luogo 
alla soluzione di L evi-C iv ita e a quella di Stäckel.

2. Con riferim ento a un sistema dinam ico con n  gradi di libertà, con 
vincoli indipendenti dal tempo, la cui configurazione in ogni istante sia ind iv i
duata dalla conoscenza dei valori di n  param etri lagrangiani x l f x 2 r  ’ ',x„ ,  sia

n

( i ) T  =  -  ij j  Xj
z  1

la sua energia cinetica ed U  (x l t x 2 , • • •, x n) il potenziale delle forze agenti 
su di esso.

L a corrispondente equazione di H am ilto n -Jacobi è, come si sa,
n

(2) (T) — U *= — aii p i p j  —  U =  h,
z 1

(3) F. A. D a l l ’Acqua, Sulla integrazione delle equazioni di Hamilton-Jacobi per sepa
razione d i variabili, «Math. Ann.», 56 (1908), p. 398.

(4) P . BURGATTI, Determinazione delle equazioni di Hamilton-Jacobi integrabili mediante
la separazione delle variabili, «Rend. R. Accad. Lincei», ser. V, 20 (1931), pp. 108—i n .

(5) C. A g o s t in e lli,  Sopra Vintegrazione per separazione di variabili delVequazione dina
mica di Hamilton-Jacobi, «Memorie R. Accad. delle Scienze di Torino », ser. II, 59, Parte I 
(I937)> PP- 3~54- Questa Memoria sarà indicata in seguito con C.A.

(6) Idem, Sulle equazioni di Hamilton—Jacobi integrabili per separazione di variabili, 
«Atti R. Istituto Veneto», 96, (1936-37), Parte II, pp. 151-161.
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dove a** è l’elemento reciproco di a ^  nel determ inante form ato con questi 
term ini; le p i =  3T /3iv  (z =  i , 2 , • • - , ri), sono i momenti, al cui posto vanno 
messe le derivate parziali dWfdXi di una funzione incognita • - ,x n);
h  infine è la costante (arb itraria) dell’energia.

Ora, nel caso generale, affinché l’equazione (2) sia integrabile per separa
zione di variabili, i coefficienti della forza viva T devono necessariam ente 
verificare le condizioni (cfr. C. A., Introduzione , nn. 4).

(3) = 0  per r  , s =4= i  , i  =  i , 2 , • • •, k

(4)

71 d&rs 
dXi

r,tj O , 2 / « "  —dx;
~ij ^arj 

dx;

il daß  
dXj

I
T  a'3 ~ d j  =  ° ’ ^ ; 2 =  ^  + 1 ,• • •,»),

con I <  k <  n  — I .
In  questo caso l’analisi dettagliata del problem a ha portato a riconoscere 

che le varietà {Xk+i =  cost. , • • •, x n =  cost.) subordinate nella varietà 
metrica V n , i l  cui elemento lineare è definito dalla

n

d 2 =  2T dt2 — aìj d x j ,

sono applicabili su un S& euclideo.
Sussistono in tal caso due soluzioni del problem a

3. P rim a soluzione.

In  una prim a soluzione i coefficienti della forza viva T sono dati da 
(C. A., P arte  II, § 8, n. 17 (85))

(5)

* x (.s)
aij =  H 2 j s - -------------- , (i J  = 1 , 2  r - - , n  ; j f i= i) ,

1 2* kw {»,)

[x ^ ]2

2* K</) {»,)
k+1

H  J <\>i { X i)  +

k

1

[ X ^ ] 1 I

È t  K?> (*,) jÀ-l-1 ■/

( i =  1 , 2 ,

(i =  k  -f- i , • • •, n).

dove, le X ^,; ip,- sono funzioni del solo param etro ed è inoltre

h = 2 , h ,(* ,).k+1
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Il potenziale delle forze ha il valore

(6) U =  ^ { £  b, [J j , K$'> (*,•)] +  L  Of (*,-)} ,

essendo le bs costanti. Esso si può porre nella form a più semplice

n k

(7) U  =  U , (*,•) , con U f ( ^ ) = X x ^ K ? } ( * , • ) + Of
n  * + l 1

Questa m ostra che le com ponenti delle forze (i =  1 , 2 , • • •, k), tangenti
alla varietà m etrica euclidea Yfk (subordinata in V*), sono nulle. Gli elementi 
reciproci dei coefficienti (5) sono:

a JB* 
' B B %  k Ÿ \x t) + 2 /  £ r

i +1 i +1 1
x (p  x;w \

(*/) j ’

(i , j  =  I , 2  k),

(8) (i =  k + i , - . . , n - , j = i ,  2 , - .  . ,k ) ,

aii==W P ’ (i = k  +  1 >• • •>») ; aiJ= o , ( i , j = k  +  I ,• • - ,n  ;/= H )>

dove è

x ^ ,  x f ,  • .■ - , X f >

( 9 ) B  =
v d )  v (2 )

v ( l )  v (2 )
’ 1

e B 2, ; è il complemento algebrico di X 2-̂  nel determ inante B. D al punto di 
vista geom etrico l’u ltim a delle (8) m ostra che i  sistemi d i ipersuperficie coor
dinate %i =  cost., Xj — cost, (i , j  =  k  -f- i , • • •, n  ; j  =f= 1), sono ortogonali, 
e nel loro insieme costituiscono n —  k  sistemi di ipersuperficie =  cost.
(i — k f i  I , • • •, n), tali che una qualsiasi ipersuperficie di uno di questi 
sistemi taglia ortagonalm ente le ipersuperficie degli altri sistemi. 

L ’equazione (2) d iventa ora

(IO) J tu d P p iP j U =  h,
Z 1 k + l  1 2 k + 1

cioè

( ” )
1 V ..jA  /> / v  B> V  tzM I v  B*> V  V  B>  x</ > X/I> \

U , (*f) =  a.H £+1
rCO By,

2 H Æ+1 H *+l
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Ponendo
k

( I2) P i  =  ' S i s « - s ' ^ i \ x i )  , (Z =  1 , 2 , • • • , £ ) .

dove le a* =  i , 2 , • • •, k) sono costanti arbitrarie, la ( u ) ,  per note 
proprietà dei determ inanti, dopo aver moltiplicato am bo i m em bri per

n

H = £ , •  H i (x /)f e cam biato opportunam ente gli indici, d ivenuta
k+i

(13) X  -  X  (*,-) +  -  S „  a , a,
*+1 t “ 1

k
P i

x (r) X (s)

P i%  X  «x X P  +  -  j r  -  u f (*,•) -  AH,- (*,)} =  o.

Q uesta dovrà risultare una identità, e poiché la quantità racchiusa tra  graffe 
dipende dal solo param etro dovremo avere

(H )
Pi
2<p;

Pi V  „ vM , I V  X?> ,
' ^  2 j s  0ts X ;  +  “  2 u r s  ^ --------- K

+  -  X  K$'>(*/) -  U,. (*,.) — AH; (Xi) =  ß; , (i =  k +  I , • • •,»),

dove le ßt* sono nuove costanti arb itrarie  con

ß>&+l +  ß^+2 +  ‘ * ’ +  ß» =  O.

Le (12) e (14) danno la prim a soluzione richiesta. Le (12), che costituiscono
k  integrali prim i lineari nei m om enti, forniscono senz’altro le

i ox i dx i
in funzione di , per i  =  1 , 2 , • • •, k, e quindi

k r
( J 5) W ; (#,•) =  2 * Xs j  X -V fc ) dX; , (i =  I , 2 , • • • , k).

Le stesse (12), risolute rispetto alle costanti arbitrarie oq, porgono

k
( I2 0 ZJ* - g 1 P i=  ots , (j =  i , 2 , • • • k).

Le (14) invece costituiscono n —  k  integrali prim i quadratici sui m om enti. 
Risolvendole rispetto a p i  e osservando che
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si ottiene

A — = Ç< ». xi«+|/2fc(u, + m ,  + p, - « ;  k?>),

da cui segue:

(« =  /§ +  I ,• • - ,n ),

( 16) W,. (xi) = XPdx, + f y 2tp,. (u, + AH,- + ß, -  -L Ç, a? K«) d*, ,

(î =  H L " - , » ) .

Som m ando le (15) e (16) si ha la soluzione richiesta

w= 2* W,- (xi) + 2 , w,- (xi),
1 k+1

che costituisce un integrale completo dell’equazione (io), involgente in modo 
essenziale le n  costanti arb itra ria  cq , a2 , • • •, ak ; ßÄ+1, • • - , ßB_ 1 ; h.

4. Seconda soluzione.

Nella seconda soluzione i coefficienti della forza viva T  sono dati da

k
aij~ - X j\x j)l< pns, ,J  =  i , 2 ,• • -, n  ; y=(= z),

(! 7) =  2 * [X$'>(*.0] V * .  ( i = l , 2 , . . . , k ) ,

aH =  i/<p* + 2 ,  [X$V<)] V ' ,  (* =  Æ +  ! , • • •, n \

i cui elementi reciproci sono

(18)

^  =  2 , 9“ + 2 .  ^  2 /  2 ,  Ÿ  xr> x * v .

(7 ,y  =  i , 2 ,• • -, k),

(i =  k Jr i , - - - , n - ,  j =  i , 2 ) - • -, k),««•V  Y (’>Z u  S A * ~ g “  7

(pm, ( i—k-\-i ; aij — o,  ?z ; y=j=i),

dove B e le B ?J sono le stesse quantità  della prim a soluzione, m entre cpni è 
relem ento  reciproco di cni (i =  r , 2 , • • •, k), oppure di y ni(x t)  (i =  k  +  1 , • • •, n)
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nel determ inante

(19)

Cri > Cr2 > ’ ) ì < ? lk+ l J ’ ‘ > 9 l «

y 2̂2 > ’ * * > 2̂£ > ?2^+l > ' * * > ?2»

«̂1 ) *̂«2 5 ’ ’ * j ? 9wÆ+l > * * * > 9««

nel quale le ^7 (z — 1 , 2 , « • •, n ; j  =  1 , 2 , • • •, k) sono delle costanti, m entre le 
9*7 OC/) 0  ~  1 > 2 > * * ' > n \ j = 6  +  i , -•-,**) sono delle funzioni ciascuna d ipen
dente dal solo param etro il cui indice coincide col secondo indice della 9,7. 

Il potenziale U  delle forze in questa seconda soluzione è dato da

k  n

(20) U =  2 , b, 9“ + 2 x U, (*,) 9«.
1 k + 1

dove le bs sono delle costanti, ed esso dipende soltanto dai param etri
%k + l > * * * > %n •

L ’equazione (io ) d iventa ora

(21) -  2 «  a  A l S .  r + 2 .  ^  2 <  2 -  Ÿ  x ? l  xS” " "
k

_  2
k + 1  1

k +  1
- 2 - A  T - S . - A S .  x?> * + A 2 ,  Ç" A .

k +  1

Ponendo

(22)

1 *+1 /

£
p i  =  2 ,  X ^(a ,0  ,

1
(* =  I , 2 , * * *, k),

con oq (s =  I , 2 , • • • , k) costanti per il m om ento arbitrarie, la (2 1 ) si riduce 
alla seguente 1

k
(23) ~  2 * (A  — 2 +

2 1

+  i l i  9B' {-- P i — Pi S ,  «x X ?  +  -  Sirs ocr a, xr> X$'> — u j  =  k,*+i l 2 1 2 1 J

che è della form a
n

(23') 2 i  «p* =  K
1

dove

(2 4 ) $»• =  Ÿ  (a i —  2 bi) , per i  =  i , 2 , • • •, k,

i>,- =  -  ( a - — 2 , «x x$'> ) 2— U,.,(25) per i  =  i  +  i , , n.
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Avendo riguardo alle proprietà dei determ inanti la (23') si soddisfa identica
m ente ponendo

n —1

+ 2 y  ßy <?ji > (*'= 1, 2 , • • •, n),1
essendo le ßy costanti arbitrarie.

Per le (24) e (25), poiché per i  =  1 , 2 , • • - , k è <p„,- =  e*,- , e <py,. =  ,
avrem o

n —l

(26) -y (°9 —  2^-) =  + 2 /  ßy cj i  > per i  =  1 , 2 ,  • • •, k,

(
k  \ 2 1

P i  —  2 * J —  U =  Acp*,- - f  ]£Jy ßy ?/* > per /=>6 +  i

L a (26) definisce le costanti a,- (z =  i , 2 , • • •, k)  in funzione delle costanti 
del problem a A  e cy,-, e delle n  costanti arb itra rie  ß i , ß2 , • • •, $n- i  , h , cioè

(2^) a? =  2 + 2 /  ßy > (2 =  1 , 2 , • • •, i).

Le equazioni (22) costituiscono k  integrali lineari nei mom enti A  , A  > * * *, Pk 
e da esse si ricava

k f
(29) W,- (xì ) =  2 , / ^ i \ x d  &x i , (z =  i , 2 , • • • k).

Le (27) sono invece n — k integrali quadratici negli ulteriori mom enti 
A +i , * * *, p n . Risolvendole rispetto alle A  =  dW,-/d^,- (z =  Æ +  1 , • • •, n), 
si deduce

(30) W,- (X,) = £ , « , /  (x£) dXi +  [ j /2  ( u ; +  +  ßy d.r,-,

y  =   ̂ -f i , • • •, n).
n

L a som m a delle (29) e (30) dà la seconda soluzione richiesta W  =  (xj),

involgente le n  costanti arb itrarie  ßx , ß2 , • • •, ß « _ i, h, m entre le oq , a2 , • • •, ock 
sono date dalle (28).

Q uesta seconda soluzione dipende dalle nk funzioni arb itrarie  (#g-) 
(z =  i , 2, •• - ,n ; s =  i , 2 , • • • , £)  e dalle nifi —  k) funzioni <pyg- (7 =  1, 2 , • • •, n ; 
z ~  k  i > * * *, n),  cioè in totale da n2 funzioni arbitrarie che interven
gono nell’espressione della forza viva.


