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Meccanica analitica. — Su nuovi casi di integrabilita per separa-
zione di variabili dell’ equazione dinamica di Hamilton—Jacobi. Nota 1™
del Socio CATALDO AGOSTINELLLI.

SUMMARY. — In this paper we complete a research effected in a Memoir of the Aca-
demy of Sciences of Turin and in a Note of the Venetian Institute in the year 1937, concerning
the determination of all types of kinetic energy and potential of forces which make integrable
by separation of variables the corresponding dynamical equation of Hamilton—Jacobi. We
show that this equation is in effect soluble by separation of variables and we assign the corre-
sponding complete integrals in the general case.

1. La questione di determinare tutti i tipi di problemi dinamici con
vincoli indipendenti dal tempo e soggetti a forze conservative, per i quali
la corrispondente equazione di Hamilton—Jacobi sia integrabile per separa-
zione di variabili, fu posta come si sa da Stickel nel 1891 @ che riusci a de-
terminare il caso di integrabilita che porta il suo nome, nel quale I'energia
cinetica ha forma ortogonale, mentre un caso pill particolare di integrabilitd,
che rientra in quello di Stickel, era stato in precedenza segnalato da Liouville.

Lo stesso Stdckel assegno anche in modo esplicito le condizioni per la
possibilita del problema nel caso generale. Queste condizioni furono succes-
sivamente ricavate, sotto altra forma, da Levi-Civita in una lettera allo stesso
Stickel pubblicata nei «Mathematische Annalen » @

Ora la questione di determinare un cosi detto integrale completo del-
lequazione alle derivate parziali di Hamilton—Jacobi col criterio della
separazione di variabili si presenta spontaneo in molti problemi dinamici.
D’altra parte i casi pilt notevoli in cui si riesce effettivamente ad assegnare
un integrale completo di detta equazione sono appunto quelli in cui & appli-
cabile il criterio della separazione delle variabili. Ma questa possibilith si
riscontra evidentemente soltanto in corrispondenza di forme particolari
dell’energia cinetica e del potenziale delle forze. Da cid viene I'importanza
di determinare tutte le forme per cui & applicabile il detto criterio.

In merito a questa questione il Levi—Civita, nella lettera allo Stickel,
dopo aver stabilito le condizioni per la possibilita di risoluzione del problema,
assegnava una classificazione dei casi in cui si presenta questa possibilita,
e risolveva il problema in cun caso particolare nel quale le forze agenti sono
nulle e la varietd metrica e euclidea.

(*) Presentata nella seduta del 14 novembre 1974.

(1) P. STACKEL, Habilitationsschrift (Hale), 1891. 1DEM, «Mathematische Annalen », 42
(1893), pp. 537-563.

(2) T. LEVI-CIVITA, Sulla integrazione della equazione di Hamilton— Jacobi per separa-
zione di wariabili, «Math. Ann.», 59 (1904), pp. 383—397.
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Successivamente il Dall’Acqua ® compieva un ulteriore passo dando
la risoluzione completa del problema nel caso di tre variabili.

In una Nota posteriore il Burgatti @ affrontava di nuovo il problema,
assegnando in modo intuitivo, nel caso generale di variabili, 7 — 1 nuovi
tipi di equazioni di Hamilton—Jacobi integrabili mediante la separazione
delle variabili, senza perd dimostrare se quei tipi fossero i piti generali.

Pit tardi, in una Memoria dell’Accademia delle Scienze di Torino del
1937 ® e in una Nota dell’Istituto Veneto ®, utilizzando la classificazione
di Levi-Civita veniva da me data la risoluzione generale e sistematica del
problema mediante un algoritmo pil sintetico e dopo aver messo in luce alcune
riposte proprietd geometriche della varieth metrica vincolare.

In questi lavori assegnavo, nel caso generale di 7 variabili, I’espressione
esplicita di tutti i tipi di energia cinetica e di potenziali delle forze per cui le
corrispondenti equazioni di Hamilton-Jacobi erano integrabili per separa-
zione di variabili, ma non mi occupavo di determinare i relativi integrali
completi.

Nelle Note, che ho ora l'onore di presentare all’Accademia, dimostré
come i sistemi dinamici caratterizzati in quei lavori si integrano effettivamente
col criterio della separazione delle variabili e assegno i corrispondenti integrali
completi, contenenti cio¢ tante costanti arbitrarie essensia/i quante sono le
variabili incognite. Nella prima Nota considero il caso generale della classi-
ficazione a cui ho accennato, dando due distinte soluzioni del problema. In
una seconda Nota vengono esaminati i casi estremi che al limite danno luogo
alla soluzione di Levi-Civita e a quella di Stickel.

2. Con riferimento a un sistema dinamico con 7 gradi di libertd, con
vincoli indipendenti dal tempo, la cui configurazione in ogni istante sia indivi-

duata dalla conoscenza dei valori di # parametri lagrangiani %y, x5, - -, x,, sia
1 ”n
N P
(1) T=+ Zln'j a;;%; %;
la sua energia cinetica ed U (#1,4,, -+, ,) il potenziale delle forze agenti
su di esso.

La corrispondente equazione di Hamilton-Jacobi ¢, come si sa,

©) D —U= Xya¥pip;—U=1

(3) F. A. DALL’ACQUA, Sulla integrazione delle equazioni di Hamilton—Jacobi per sepa-
razione di variabili, «Math. Ann.», 56 (1908), p. 398.

(4) P. BURGATTI, Determinazione delle equazioni di Hamilton—Jacobi integrabili mediante
la separazione delle variabili, « Rend. R. Accad. Lincei», ser. V, 20 (1931), pp. 108-111.

(5) C. AGOSTINELLI, Sopra lintegrazione per separazione di variabili dell’ equazione dina-
mica di Hamilton— Jacobi, « Memorie R. Accad. delle Scienze di Torino », ser. II, 59, Parte I
(1937), pp. 3-54. Questa Memoria sari indicata in seguito con C.A.

(6) IDEM, Swulle equazioni di Hamilton—Jacobi integrabili per separazione di wariabili,
«Atti R. Istituto Veneto», 96, (1936-37), Parte II, pp. 151-161.
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dove a¥ & I'elemento reciproco di «,; nel determinante formato con questi
termini; le p; = 9T/az; (4 = 1, 2,- -, n), sono i momenti, al cui posto vanno
messe le derivate parziali 9W/ax; di una funzione incognita W (%, %y, - - -, x,,);
h infine & la costante (arbitraria) dell’energia.

Ora, nel caso generale, affinché I'equazione (2) sia integrabile per separa-
zione di variabili, i coefficienti della forza viva T devono necessariamente
verificare le condizioni (cfr. C. A., Introduzione, nn. 4).

] . R »
(3) %’:=0 per »,s=1, i=1,2, %
”
.+ oa 9a, c: Oy;
77 L — 14 7 7 A
W ¥ oy T 9 24 T
4

”
;1 0al 1 ;0@ . . .o
& ;la;l—aﬂgj_?dv__aﬁ‘;:o’ (7’3:]:‘\!22;rys:’:];Z:'é_l_I;""n))

con 1 <Ak<n—1I.

In questo caso I'analisi dettagliata del problema ha portato a riconoscere
che /le wariets Wy (x441 = cost.,- -, x, = cost.) subordinate nella variets
metrica V,, , il cuz elemento lincarve é definito dalla

”

ds® = 2T dA =‘§ij a;; dx; dx;

sono applicabili su un S, euclideo.
Sussistono in tal caso due soluzioni del problema
3. Prima soluzione.

In una prima soluzione i coefficienti della forza viva T sono dati da

(C. A., Parte II, § 8 n. 17 (83))

% («“)X(-f) )
ZHZ’ ’ (Z',jZI,Z,“-,n;]':}:Z'),
! ZKWM
: 3 ()12
(X1 .
(5) HZ: <Z=I,2,'-‘,;€),
' EtK“(x»

. (;)2
ST P . L

(G=F 1, -, n)
Et K (z,) \ ‘

dove, le X{, ¥; sono funzioni del solo parametro x;, ed & inoltre

H =2, H, (x,).
£+1
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Il potenziale delle forze ha il valore
®) = ﬁ {24 [2 K3 (x; ] +;§i ; <xz>} ,

essendo le b, costanti. Esso si pud porre nella forma pitt semplice
” %
@ U=— %1 Us@),  con Us(m) =230 6KY (5) + O ().

uesta mostra che le componenti delle forze U i=1,2, -, k), tangenti
p s g

alla varieta metrica euclidea W, (subordinata in V,), sono nulle. Gli elementi
reciproci dei coefficienti (5) sono:

3 B, : . X&) x ()
o g 5 T

(Z',j————I,Z,"','é),

£
(8) aif:_ﬁlq;;sm"%, G=k+1,n;j=1,2,-4),

afi= H¢ G=rk+41,-n); a=o0,(G,j=rk+1, - ,n;j=i),

dove &
X&l), Xf(l2)y Tty ng)
(1) (2) . (%)
© B | R X

) %

XS},), X»(&),' Ty Xg)
e B;, i ¢ il complemento algebrico di X$ nel determinante B. Dal punto di
vista geometrico 'ultima delle (8) mostra che 7 sistemi di ipersuperficie coor-

dinate x; = cost., x;=cost. (i ,j=~Fk+ 1, -+, m;j==4), sono ortogonali,
e nel loro insieme costituiscono 7 — £ sistemi di ipersuperficie x; = cost.
(f=+%k+1,---,m), tali che una qualsiasi ipersuperficie di uno di questi

sistemi taglia ortagonalmente le ipersuperficie degli altri sistemi.
L’equazione (2) diventa ora

£ n 3 n
I Wl .o . I Y]
(10) G 25 @ Db+ 20 D pi b A D at P —U =4,
1 A+1 1 b+l
cioé
% 13 )] ” % (7) ~x¢(s)
I Y . Bis Bjs (s) B;s v By Xl XI
OIS Y FAI LS M UES S WP e ibe i
. n _ﬁ £ ¢ B. . n pz I ”
AN ) ]; ~ P; oo
—_— 2 X3 — Dy — = 2,: U; (x;) = 4.
H /{;1: ; “ Jp.l L + 2 k+1z ; Hk+11 z <x1>
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Ponendo

%
(12) _ﬁ,.zzl’,,a, X (x), (G=1,2,",4).
dove le o (s=1,2,---,4) sono costanti arbitrarie, la (11), per note

proprietd dei determinanti, dopo aver moltiplicato ambo i membri per

”
H =Z; H; (x,;), e cambiato opportunamente gli indici, divenuta
1

b % % () 5z (s)
X7 X
I I z
(13) i {—2 2 @ K () +< e Gy — o
1 1 z

&+1

k 2
__ 5 2: o, X L Ed4 — U, (%) —/7H; (x,)} -
b 4 2 s

Questa dovra risultare una identitd, e poiché la quantitd racchiusa tra graffe
dipende dal solo parametro x;, dovremo avere

R 0, 1N XP %P
(I4> 2‘1)[__4‘7;: o, X3 +?;r: o‘ra:T'l'

&
+ %;s o K (a) — U, () — AH; (x) = B, (i=k+1, --,n),

dove le B; sono nuove costanti arbitrarie con

Beyr+ Bege+-- -+ B.=o0

Le (12) e (14) danno la prima soluzione richiesta. Le (12), che costituiscono

k integrali primi lineari nei momenti, forniscono senz’altro le gx‘ =?~’
' z z
in funzione di X;, per £= 1,2, -+, /%, e quindi
&
£ _
(15) Wile) = 2o | XP)dw,  =1,2,-, 4.

Le stesse (12), risolute rispetto alle costanti arbitrarie «,, porgono

& B:
(12) Ei%p,:as, (s=1,2,---4&).
1

Le (14) invece costituiscono 7z — £ integrali primi quadratici sui momenti.
Risolvendole rispetto a p; e osservando che

%

% 2
Al Al
Y55, X0 X0 = [ 30 x0]'
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si ottiene

& %
dw; B . 9\
pi=-gl=2, a;X£->+Vz¢,-(U,~+/zH,-+Bi—g;: a‘:’Ki’),

z

(Z.:‘é—{_lr"')n)y

da cui segue:

I3

%
(16) W, (x;) =2, “sfxs:)dxi +/V2 R (Ui + ZH; + B; — %Z: o Ks's)) dx;,
1 . T
(i=é+ I,:--, n)
Sommando le (15) e (16) si ha la soluzione richiesta

/3 n
W= ;, W,' (x,> +k+211 W; (x,) ,

che costituisce un integrale completo dell’equazione (10), involgente in modo
essenziale le n costanti arbitraria oy , a9 ,- -+, oy ; Bat1,: ) Bue1; 4.

4. Seconda soluzione.

Nella seconda soluzione i coefficienti della forza viva T sono dati da

&
a;j = ;“ X () X9 (x,) 97, @, j=1,2,---,n; j==i),
k
(17) @i = 2. [XO @), G=1,2, &),
I
@ = 1/p™ -+ ‘1‘_‘“ [XE (x)13e, (G=k+1,---,n),

1 cui elementi reciproci sono

i ﬁ Bis Bjs s & Bu v v By ) 5 omt
a T <P+;:Bk+lzlr3 7R,
G, 7=1,2,-- &),
£
(18) @ = — ¢ 3, X D Gk, n; j=1,2,---, k),

aii=<pni, (i=k+19‘..)7l> ; d’.j=0, (Z.,j-:/é"’—l,"‘,ﬂ; j:i::[)’

\

dove B e le B;; sono le stesse quantith della prima soluzione, mentre o™ &
I'elemento reciprocodic,;(s=1,2, -, &), oppure di @,;(x;) G=Fk+1,---,%)
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nel determinante

Cs15 Cs2 "% €1k Pra+1," " *) P1n |
<19> o= Cas s €2 5" " "y €2k Pob+1l, ") Pou
Cnls €a2 v" " "y Cuky Pritls° " "y Pun
nel quale le ¢;; (¢ =1,2,-+-,%; j=1,2, -, £) sono delle costanti, mentre le

9 (x;) =1,2,---,m; j=+k+1,---, %) sono delle funzioni ciascuna dipen-
dente dal solo parametro il cui indice coincide col secondo indice della o,;.
I1 potenziale U delle forze in questa seconda soluzione & dato da

%

(20) U =2 b.9"+ 2. U, (%) 9.
1 i
dove le &, sono delle costanti, ed esso dipende soltanto dai parametri

Ko+l Xyt
L’equazione (10) diventa ora

1 : B: d Bis O & B;, (
(21> 721}?:?] {Z = ” <Pm'+§: B”k er'B;err) X?) CP"I}_

Ponendo

&
(22) pi=20 0 XP (), ((=1,2,,4),

1
con o, (s=1,2,--,£) costanti per il momento arbitrarie, la (21) si riduce
alla seguente '

%
I .

(23) T2 —28)+

” k k
. 1 0 I 7 s
+ D% o {;p?—piz, o X+ — D, 0, X X&’—U,-} =4,
£+1 1 1

che ¢ della forma

(23" 21:; e Q; = 4,
dove
(24) =% ?—zb,), per i=1,2,---, 4,

S

(o
2
(25) ( O(_,Xg"))—U,-, per Z'=é—f—'l, <
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Avendo riguardo alle proprietid dei determinanti la (23') si soddisfa identica-
mente ponendo

n—1
(I)i:}ltpni‘l“;jﬁj@ji: (Z.:I’Z)”.)”):
essendo le B; costanti arbitrarie.
Per le (24) e (25), poiché per i =1,2,-+, 4 & @,; = c,; , € Pii = ¢ji
avremo
n—1
I .
(26) 7(“?_'25i)=kcm'+;jﬁjcji) per Z:I,Z,“',é,

n—1

% 2
(27) g(p,-—; oc;Xi”)—Ui:ﬁcpm-Jr;:,-B,cp,-i, per =41,

La (26) definisce le costanti «; (= 1,2,---, /%) in funzione delle costanti
del problema 4; e ¢;;, e delle n costanti arbitrarie By, By, - -, Bu—1, %, cioe
n—1
2 .
(28> O(iZZ(bi—i—;ZCn;—'—;ijCj,‘), (ZZI,Z,"‘,,é>.
Le equazioni (22) costituiscono k integrali lineari nei momenti p;, p5, - -, #s
e da esse si ricava
k v

(29) W; (x;) 2213’ o, / X (x,) ax; (G=1,2,- &)
Le (27) sono invece n-—# integrali quadratici negli ulteriori momenti
Dey1, -+, pn. Risolvendole rispetto alle p; = dW,/dx; (1 =4 + 1,---, n),
si deduce

£

: —
(30) Wi () = 2o o | X9 o, + / ]/ 2 (Ui + Ao+ 207 B soj,-) d;,
G=Fk4+1, -, n).

La somma delle (29) e (30) da la seconda soluzione richiesta W 22,- W; (x)),
1

involgente le n costanti arbitrarie By, By, - -, Pu_i, %4, mentre le 0,0, -, 0
sono date dalle (28).

Questa seconda soluzione dipende dalle 74 funzioni arbitrarie X&' (x,)
((=1,2,--,m;s=1,2,--+, k) e dalle n(n— k) funzioni ¢ (F7=1,2,---,n;
i=4-+1, --,7%), ciot in totale da 2 funzioni arbitrarie che interven-
gono nell’espressione della forza viva.



