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Geometrie finite. — Caratterizzazione dei sistemi rigati isomorfi 
a i  una quadnca ellittica dello S5 ç, con q dispari, Nota di F r a n c e s c o  
M a z z o c c a ,  presentata (*} dal Socio B. S e g r e .

Summary. — In this paper it is shown that a ruled system of the second kind (cf. [5], 
fIOJ, [12 ]), satisfying suitable graphic and arithmetical conditions, is isomorphic to an elliptic 
quadric of Ss,^ (with odd q).

P rem essa

U n sistema rigato o quadragono d i Tits non degenere è uno spazio geom e
trico (S , R) (cfr. [9], Cap. I) tale che, detti p u n ti gli elementi di S e rette quelli 
di R, verifichi i seguenti assiomi (cfr. [io], [12], [15]):

a) due rette distinte hanno a l p iù  un punto in  comune\
b) se P è un  punto ed s una retta,, cui P non appartiene, esiste un'unica  

retta t  incidente s e includente P;

c) se P e Q sono due p u n ti d istin ti appartenenti ad  una stessa retta, 
esiste almeno un punto  T  tale che ogni retta passante per esso non contenga né 
P né Q;

d) esiste almeno un punto, d i  S appartenente a tre rette distinte.

In  un sistema rigato (S , R) dicesi fascio d i rette di centro un punto P, 
e lo s ’indica con FP, l’insieme delle rette contenenti P; inoltre, l’unione delle 
rette di F P prende il nome di blocco degenere di polo P e lo si denota con t (P) ,  
Si prova che le rette di (S , R) sono equipotenti e che tali sono anche i fasci di 
rette (cfr. [io], n. 3, [12], n. 3). Due punti distinti P e Q si dicono dipendenti) in 
simboli P ^  Q) se appartengono ad una stessa retta, che si denota con (P , Q); 
nel caso contrario si dice che P e Q sono indipendenti (P *  Q). L ’intersezione 
di due blocchi degeneri con poli indipendenti è un insieme di punti, a due a 
due indipendenti, che prende il nome di linea (cfr. [io], n. 3, [12], n. 5). Se 
per ogni linea di (S , R) esistono soltanto due blocchi degeneri che la contengono, 
i poli di tali blocchi si dicono p u n ti base della linea e il sistem a si dice di seconda 
specie. U n  isomorfismo tra  due sistemi rigati (S , R) ed (S' , R ') è una biezione 
/  : S - > S ' che m uta rette di S in rette di S ' e tale che f~~l : S ' -> S m uta rette 
di S ' in rette di S. Per quanto riguarda ulteriori proprietà dei sistemi rigati 
si rim anda a [4], [5], [6], [io], [11], [12]. A vvertiam o, inoltre, che nel seguito 
considereremo esclusivam ente sistemi rigati finiti e denoterem o costantem ente 
con r  la cardinalità di una re tta  e con n quella di un fascio di rette.

(*) Nella seduta del 14 novembre 1974.
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In  questa N ota si dà una caratterizzazione aritm etico-grafica dei sistemi 
rigati di seconda specie isomorfi ad una quadrica ellittica dello S5j(jr. Nel n. 1 
vengono studiati i sistemi rigati di seconda specie verificanti la condizione U , 
cioè tali che due linee distinte incluse in  uno stesso blocco degenere, che hanno  
p iù  d i un punto in  comune, ne hanno esattamente r. L ’insieme di questi r  punti 
prende il nome di arco e un sistema rigato verificante la condizione U  si dirà 
XJ -regolare se per tre p u n ti a due a due indipendenti d i un blocco degenere passa 
un unico arco incluso in esso. N ell’ipotesi che (S , R) sia U -regolare faremo 
vedere che risulta n ~  ( r — i)2 +  1 e proveremo, insieme ad altre proprietà 
aritm etiche e grafiche, che condizione necessaria e sufficiente affinché due 
sistemi rigati U -regolàri siano isomorfi è che esistano due blocchi degeneri 
(l’uno del prim o sistema, l’altro del secondò) che risultano isomorfi rispetto 
alle s tru ttu re geom etriche indotte in essi dalle loro rette e dalle loro linee. Nel 
n. 2 m ostrerem o che, se t  (V) è un blocco degenere e A un punto di t  (V) —  {V}, 
l’insieme t (V) —  (A , V) può in modo opportuno stru ttu rarsi a spazio affine 
di dim ensione tre. Nel n. 3, infine, proverem o che un sistema rigato d i seconda 
specie XJ—regolare, con q =  r -— 1 dispari, è isomorfo a l sistema rigato associato 
ad  una quadrica ellittica dello S5jÿ.

i. S is t e m i r ig a t i d i  seco n d a  s p e c ie  U - r e g o l a r i

Sia (S , R) un sistem a rigato finito di seconda specie, r  il num ero dei 
punti di una re tta  ed n il num ero delle rette di un fascio. Supponiam o 
che (S , R) verifichi la seguente condizione:

U. -  D ue linee distinte incluse in uno stesso blocco degenere, che hanno 
p iu  di un punto m  comune, ne hanno esattamente r.

In un sistem a rigato verificante la condizione U  diremo arco l’interse
zione di due linee distinte incluse in uno stesso blocco ed aventi più di un 
punto in comune. È evidente che ogni arco è costituito da r  punti a due a due 
indipendenti. Se X è un arco di un blocco degenere /(V ), si dirà sottoblocco 
di t  (V) generato da X, e si denoterà con tÇV ,X), l’unione delle rette di Fv 
che sono ad intersezione non vuota con X.

Proviam o che:

I) Se (S , R) verifica la condizione U , risulta ng>r.

D imostrazione . Osserviamo che è certam ente ^ <  n, in quanto ogni linea 
consta di n pun ti (cfr. [io], n, 3, [12], n. 5). Supponiam o quindi che sia r  =  n 
e diciamo A e B due punti indipendenti di un blocco degenere tÇV).  Per A  e 
B passano n —  1 linee distinte incluse in t  (V) (cfr. [5], n. 2, Prop. IX). Tali 
linee, essendo r  ~  n e valendo la condizione U, saranno tu tte  coincidenti, 
quindi si avrà n — i = r — 1 =  1. Ciò è assurdo, essendo r  > 3  e n  >  3 
(cfr. [io ], n. 3, [11], n. 3).
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Diremo che un sistem a rigato di seconda specie verificante la condizione 
U è U -regolare se vale la seguente condizione:

U reg  -  Per tre p u n ti a due a due indipendenti d i un blocco degenere 
passa un unico arco incluso in  esso.

Dalla U reg  segue im m ediatam ente che:

II) S ia  (S , R) un sistema rigato U -regolare. Se tre linee distinte 
1 , 1 , l" ,  d i un blocco degenere t (V) hanno tre p u n ti d istin ti in  comune, s i ha 
\ i  n  V  n  / "  \ = r  e cioè i  n  / '  =  / '  n  / "  =  i "  n  /  =  /  n  / '  n

Prim a di iniziare lo studio dei sistemi rigati U —regolari, proviam o la se
guente proposizione di carattere generale.

I l i )  S ta  (S , R) un sistema rigato d i seconda specie, /(V ) i l  blocco 
degenere d i polo V, A  un punto d i t (V) distinto d a N  ed s una retta per  A  non 
inclusa in  t (V). Se P e Q sono due p u n ti d istin ti d i s e d istin ti da A, le linee 
l  — t  (P) n  t (V) e m  =  t  (Q) n  t  (V) sono incluse in  t  (V) e hanno i l  solo 
punto  A in  comune. N e segue anche che le linee d i t (V) aventi uno dei p u n ti  
base su s, private del punto  A, costituiscono una partizione d i  /(V ) —  (A , V).

Dimostrazione. È evidente che l  ed m  sono incluse in t  (V) ed hanno A 
in comune. Se esistesse un punto B 4= A comune ad /  e m, per B passerebbero 
due rette distinte incidenti e ciò è assurdo.

D ’ora in avanti considereremo esclusivam ente sistemi rigati U -regolari 
e porrem o r  =  q +  1. Proviam o che:

IV) Per tre p u n ti  A  , B , C a due a due indipendenti d i un blocco dege
nere t (V) passano esattamente r  —  1 linee distinte incluse in esso. Per due p u n ti  
distin ti A  e B d i una linea l  passano esattamente r  archi d istin ti inclusi in  l. 
Infine risulta'.

n ~  (r —  i )2 +  i =  q% +  1 .

Dimostrazione. Supponiam o che per A, B, C passino h linee distinte di 
t (V) e siano l± , l2 , • • - , lh . Tali linee, per la Prop, II, s’intersecano in un arco 
[t. e quindi, per la U , una re tta  « di t (V) ad intersezione vuota con (i, (cer

tam ente esistente essendo r  <  n, cfr. Prop. I) interseca U  /,• esattam ente 
in h punti distinti, onde risulta r — 1 >  h. ì==1

Sia ora /  una linea per A  e B inclusa in t  (V) e C± un punto di /  distinto 
da A  e B. Per A, B e Cx passa un unico arco Xj che risulta propriam ente incluso 
in /  essendo n > r  (cfr. Prop. I). Detto C2 un punto di l —  l’arco X2 per A, 
B e C2 ha in comune con X1 solo i punti A  e B ed è incluso in /. Se /  =j=Xx U X2 
esiste un punto C3 e l  —  { Xx U X2}. L ’arco X3 per A, B e C3 è incluso in /  ed 
ha in comune con Xx e X2 solo i punti A  e B. M ediante un num ero finito di tali 
argom entazioni si prova che:

n  =  k ( r  —  2) +  2 .
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Detto, poi, h il num ero delle linee distinte di /  (V) passanti per tre punti a due 
a due indipendenti e ricordando che per due punti indipendenti di / ^ . p a s 
sano n —  i linee distinte incluse in esso (cfr. [5] n. 2, Prop. IX), deve aversi:

n —  i =  h ( r  —  1) ,

con i <  h <  r  —  1 per quanto abbiam o premesso. L ’equazione

h ( r  —  1) —  i =  k (r — 2)

con la condizione 1 < h  < r — 1 am m ette come unica coppia di soluzioni 
intere

h =  r  — i e k  =  r ,

da cui segue:

n  =  r  (r —  2) +  2 =  (r —  i)2 +  1 =  q* +  1 •

L ’asserto è così com pletam ente provato.

V) Se l  ed m  sono due linee distinte d i un blocco degenere t  (V) aventi 
in  comune i l  solo punto  A, i p u n ti base d i ta li linee, P e Q, distin ti da V sono 
allineati su una retta passante per  A.

Dimostrazione, Sia per assurdo « =  (A , P) =f= t =  (A , Q). Le q linee 
aventi per punti base v  e un punto variabile su s — {A} hanno il solo punto 
A in comune e se private di esso costituiscono una partizione di t  (V) — (A , V) 
(cfr. Prop. III). Se una di tali linee ha in comune con m  qualche punto distinto 
da A, per la U, ne ha esattam ente q. Sia p  il num ero delle linee suddette che 
incontrano m  in q punti d istinti da A. T ra  queste linee non vi è /, quindi è 
p  < q .  D ’altra parte, per la seconda parte della Prop. I l i ,  pq  +  1 deve coin
cidere col num ero dei punti di m, cioè deve essere p  =  q. L ’assurdo cui siamo 
giunti p rova l’asserto.

V I) Condizione necessaria e sufficiente affinchè due sistem i rigati Xj - rego
lari (S , R) e ( S ' , R ') siano isomorfi è che esistano due blocchi degeneri t  (V) 
e t (V ') (uno del prim o sistema} Paltro del secondo) che risultino isomorfi rispetto 
alle strutture geometriche indotte in  essi dalle loro rette e dalle loro linee.

Dimostrazione. Sia /  un isomorfismo tra  t (V)  e t (V'). Indichiam o c o n /  
l’applicazione tra  S ed S ' che coincide con /  nei punti di t  (V) e che opera sui 
rim anenti punti di S nel m odo seguente: se P è un punto di S indipendente 
da V, la linea /  =  t  (P) n  t  (V) è inclusa in t (V); detta V la corrispondente in 

f  di /, sia P ' il punto base di V distinto da V ', si porrà allora per definizione 
P ' = / (  P). L ’applicazione / è  evidentem ente biunivoca e m uta rette in rette. 
In fatti se t è una re tta  di (S , R) non appartenente a Fv, essa interseca t (V) 
in un punto A  =j= V. I punti di t —  {A} sono punti base di q linee incluse in 
t (V), passanti per A  e aventi a due a due il solo punto A in comune (cfr. Prop.
III) . Le q  linee che ad esse corrispondono i n / ,  essendo/  biunivoca, avranno
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a due a due il sólo punto A ' =  / ( À )  in comune. Ne segue che (cfr. Prop. V) 
l’insieme dei loro punti base distinti da V, a cui si aggreghi A ', costituisce una 
re tta  t' passante per A ' ed è evidentem ente t r = f ( t ) .  Con ragionam ento 
analogo si prova che / “'1 m uta anch’essa rette in rette, cioè /  risu lta un 
isomorfismo tra  (S , R) e (S', R ').

V II) S ia  X un arco d i un blocco degenere t  (V) e t  (V , X) i l  sottoblocco 
d i t  (V) generato da X. Se A  , B , C sono tre p u n ti a due a due indipendenti 
di t  (V , X), Pcirco p passante per  A  , B e C è tutto incluso in t  (V , X), cioè 
si ha t  (V , X) == t  (V , fi.).

Dim ostrazione . Per r  =  3 l’asserto è ovvio, supponiam o quindi r  >  3. 
Esam iniam o il caso in cui A ,  B a , C e / ( V , X )  —  X e supponiam o per 
assurdo che l’arco p. per A, B, C non sia contenuto in t  (V , X). Ciò significa 
che le q linee di t  (V) passanti per A, B e C (cfr. prof. IV) hanno in comune 
un punto T  e t ÇV , X). T ra  le q linee passanti per X ve ne sarà una passante 
per T  (cfr. Prop. IV). Tale linea avrà in comune con le linee per A, B e C tre 
punti distinti, dati da A, B e T, quindi per la Prop. II conterrà C, il che è 
assurdo in quanto C € X. Supponiam o, ora, A  e X e B , C e t  (V , X) —  X e 
diciamo H un punto di X indipendente da A, B e C. L ’arco per A, B, C, quello 
per A, C, H e X si trovano a due a due nelle condizioni del caso precedente- 
m ente esaminato, quindi sono contenuti in uno stesso sottoblocco. Con proce
dim ento analogo si prova la proposizione nel caso in cui A, B , C e / ( V ,  X) —  X.

Im m ediata conseguenza della proposizione precedente è che:

V i l i )  Per due p u n ti indipendenti d i un sottoblocco passano q archi 
distin ti inclusi in  esso.
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2. S p a z io  S3 ( V , A) a s s o c ia to  a l l a  c o p p ia
DI PUNTI DIPENDENTI (V , A)

Sia t  (V) il blocco degenere di polo V di un sistema rigato (S , R) U -rego- 
lare, A un punto di t  (V) distinto da V e a =  (V, A) la re tta  di /(V ) cui A  ap p ar
tiene. D enotiam o con dd (A) la famiglia delle linee di t (V) passanti per A, 
con J f  (A) la famiglia degli archi di t (V) passanti per A e con ^  (A) la 
famiglia dei sottoblocchi di t (V) contenenti la re tta  a.

Dalla U reg  e dalla Prop. V II del n. 1 segue rispettivam ente che:

I) Se B e C sono due p u n ti indipendenti d i t  (V) —  a esiste un unico 
arco d i dd (A) passante per essi.

II) Id  intersezione d i un sottoblocco e d i una linea d i t ( V) è un arco.

Proviam o che:

II I)  Id intersezione d i due sottoblocchi d istin ti d i ^  (A) o è la retta a , 
oppure P unione d i a con mdaltra retta passante per  V. N e segue che un arco
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X e J f  (A) £ un sottoblocco b € &  (A), Az// X ^  \S7 intersecano o nel solo
punto  A, oppure in  A  £ /;z altro punto  B 00 A.

Dimostrazione. Supponiam o che due sottoblocchi b1 ,b 2 e & ( A )  abbiano 
in comune due punti B e C indipendenti tra  loro e da A. L ’arco passante per 
A, B e C sara incluso sia in b± che in b2f onde b-± =  b2 e l’asserto è provato.

IV) S ia  l  una linea d i Cd (A) e X un arco d i j f (A ) ,  ta li che X C /. 
Per ogni punto  B c /  —  X, esiste u n  unico arco p passante per  B, incluso 
in l  e che interseca X nel solo punto  A.

Dimostrazione. Fissato un punto H e X  —  {A } , per A, B e H passa un 
unico arco che risulta incluso in /, e quando H varia in X —  { A  } si ottengono 
q archi distinti per A  e È e inclusi in /. Detto pt. il rim anente arco per A  e B 
incluso in /  (cfr. Prop. IV, n. 1), esso risulta l’unico arco per B, incluso in /  
e che interseca X nel solo punto A.

V) S ia  b un sottobtocco d i & (A) e X un arco d i Ctid (A), ta li che X C  b. 
Per ogni punto  B e b —  {X U  <3} esiste un unico arco p d i Ad (A) che interseca 
X nel solo punto  A.

Dim ostrazione . Osserviam o che l ’intersezione di X con la re tta  (B , V) 
è un punto T  distinto da A, perché B e  (A , V). Fissato un punto H e X —  
— {A > T}, per A, B e  H passa un unico arco che risulta incluso in b (cfr. Prop. 
V II, n. 1) e quando H varia in X —  {A , T } si ottengono q —-1 archi distinti 
per A  e B inclusi in b. D etto p il rim anente arco per A e B incluso in b (cfr. 
Prop. V i l i ,  n. 1), esso risu lta l’unico arco di (A) passante per B e che 
interseca X nel solo punto A.

Di verifica im m ediata sono le seguenti proposizioni:

V I) Una retta s d i t  (V) e u n  sottoblocco b e  W(A) ,  ta li che s $  b, 
s' intersecano nel solo punto  V.

V II) Una retta di /(V ) e una linea d i Cd (A) s' intersecano in  un  
unico punto distinto da V.

V i l i )  Un arco X 6 CriC (A) e una linea l  € Cd (A), ta li che X sjü /, s'interse
cano o nel solo punto A , oppure in  A  e in un altro punto  B ^ A .

IX ) Esistono in t  (V) ■— a. quattro p un ti d istin ti non tu tti appartenenti 
ad  uno stesso sottoblocco d i (A) o ad  una stessa linea d i ^  (A).

Posto:

^ ( A )  =  { /  {A }}/e s? (A) , i \ A )  =  {X — {À}}X6Jf(A)

«■(A) =  {£ — {«}}**(a) , ^  = jt-(A)u {* — {V)W ,^
n  =  J , ( A ) U ^ ( A ) ,

proviam o che:

X) Lo spazio geometrico (t (V) . a , 01, II) risulta uno spazio affine
a tre dim ensioni d'ordine q.
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Dimostrazione. D ette « re tte»  gli elementi di ^  e «pi ani» quelli di II 
direm o che due « re tte»  s e t  sono parallele se sono com planari e ad in terse
zione vuota, oppure coincidono. Tenendo conto delle proposizioni precedenti 
si prova im m ediatam ente che sono verificate le seguenti proprietà:

(i) per due p u n ti d istin ti passa un'unica  « retta » (cfr. assioma (a) della 
Premessa; Prop. I);

(ii) due «p ia n i  » distin ti s' intersecano 0 in  una «re tta » 0 nel vuoto (cfr. 
condizione U  del n. 1; Prop. II, III);

(iii) un «piano  » e una  « retta » non contenuta in  esso s'intersecano a l 
p iù  in  un punto, (cfr. Prop. I l i ,  V II, V il i ) ;

(iv) una  « retta » e un punto che non le appartiene sono contenuti in 
un unico «piano » (cfr. cond. U reg  del n. 1; Prop. I);

(v) esistono quattro p u n ti non complanari. Ogni « retta » possiede almeno 
due pun ti. Ogni « piano » possiede almeno tre p u n ti non allineati.

Le proprietà precedenti definiscono, come è noto, uno spazio affine a 
tre dimensioni (ad esempio cfr. [6], n. 3) e quindi l’asserto è provato.

In (t ÇV)~a, R , PI) direm o speciale la direzione & ind iv iduata dalle 
«rette» { s  — {V}}ÄeFv-{a} e denoterem o con oc (V , A) il «piano» im proprio. 
Diremo, poi, spazio associato alla coppia d i puniti dipendenti (V , A) e lo deno
terem o con S3 (V , A), lo spazio proietti vo di dimensione tre e ordine q am plia
m ento di (t (V) —  a , , IT) m ediante F introduzióne dei punti im propri.
S3 (V , A) risulta irriducibile perché ogni sua re tta  possiede q 1 p u n ti distinti 
ed è q > 2 .  Inoltre ogni linea di t (V) non passante per A, p rivata  del punto 
che appartiene ad a, a cui si aggreghi il punto im proprio speciale S, risu lta 
una (q2 +  1/-ca lo tta  di S3 (V , A). U na tale (q2 +  i)-ca lo tta  risulta, come è 
noto (cfr. [1], [8]), una quadrica ellittica nel caso in cui q sia un intero dispari.

3. Caratterizzazione dei sistemi rigati isomorfi
AD UNA QUADRICA ELLITTICA DELLO S 5iÇ

Sia Æ una quadrica ellittica di uno spazio di Galois S5t(?. D enotata con Rg 
la famiglia delle rette di di, lo spazio geometrico (Jf, Rà) è un sistem a rigato 
di seconda specie (cfr. [10], [12]) che risulta U -regolare. I blocchi degeneri 
di (£  , Rjg) sono le intersezioni della quadrica con gli iperpiani ad essa tangenti, 
quindi risultano dei coni proiettanti da un punto quadriche ellittiche di spazi 
subordinati tridim ensionali dello S5>(?. Le linee sono tutte, e sole, le quadriche 
ellittiche incluse in di che hanno come spazio congiungente un S3 la cui retta 
polare sia secante di e l’intersezione di due siffatte quadriche aventi più di 
un punto in comune, (dovendo trovarsi tu tta  in un plano e su dt) risulta 
una conica. Se V  e A sono due punti dipendenti di (dt , R.g) e a la re tta  passante 
per V  e A, lo spazio (t (V) —  a , , II), definito al num ero precedente, è
quello indotto in t (V) —  a dalla proiezione stereografica di centro A di /(V ) —  a
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su un  S3 non contenente a. Ne segue che tu tte  le linee di t  (V) non passanti 
per A, private del punto che sta su a, a cui si aggreghi il punto im proprio 
speciale 8, risultano in S3 (V , A) la famiglia delle quadriche ellittiche tangenti 
al piano im proprio « (V , A) di (t (V) —  a ,m  , II) nel punto 8.

Sia ora (S , R) un  sistem a rigato di seconda specie U -regolare e suppo
niam o che q — r  —  I sia un intero dispari. Fissati in S due punti dipendenti 
V e A, lo spazio S3 ( V , A), essendo irriducibile, è coordinabile sul campo di 
Galois K?. Se V ' e A ' sono due punti dipendenti di una quadrica ellittica J  
dello S5,? (coordinato su K ?), gli spazi S3 (V , A) e S3 ( V ', A ') sono isomorfi 
(perche am bedue costruiti su R^ . Indichiam o con g  un isomorfismo tra  
s 3 ( V , A )  e S3 ( V ' , A ') che trasform i il piano oc (V , A) di S3 (V , A) nel piano 
a (V > A  ) 6i S3 (V , A  ) e il punto speciale & del prim o spazio nel punto
speciale 8' del secondo. Tale isomorfismo trasform a le rette di t  (V )__(A ,V)
private del punto V  nelle rette di t  (V ') —  (A ',V ') private di V ' e le linee’ di 
 ̂0 0  passanti per A  e private di esso in linee di t  (V ') passanti per A ' e 

p rivate  di esso. D ’altra parte  l’isomorfismo g  conserva le (q2 -(- i)—calotte e 
quindi nel nostro caso le quadriche ellittiche (cfr. [i]); inoltre esso trasform a 
piani tangenti ad una quadrica di S3 (V , A) in piani tangenti alla quadrica 
corrispondente di S3 ( V ', A '). Ne segue che ogni linea di /(V ) non passante 
per A  e p riva ta  del punto che appartiene ad (A , V) ha come corrispondente 
m g  una linea di t  (V ') non passante per A ' e p rivata  del punto che sta 
su ( A ' , V '). Ricordiam o, infatti, che le linee di t(\T) (o di /(V ')) non passanti 
per A  (risp. A ') p rivate del punto che sta su ( A , V) (risp. ( A ', V ')) a cui 
si aggreghi il punto speciale § (risp. S') sono quadriche ellittiche tangenti 
in 8 (risp. 8 ) al piano oc(V ,A ) (risp. a ( V ',A ') ) .  N aturalm ente quanto ora 
detto per g  si ripete per g ~L

Siano, ora, / '  e / "  due linee di /(V ) non passanti per A, aventi un arco 
in com une e un punto di tale arco stia su (A , V). Le linee / ' e / "  p rivate del 
punto  che sta su (A , V) si trasform ano m ediante g  in due linee m ' e m "  di 
t  (V ') p rivate ,ciascuna del proprio punto che sta su (A ' , V '). Proviam o che 
i punti di m  e m  che stanno su (A , V  ) (am bedue chiaram ente distinti da 
A  ) coincidono. Invero, le linee m ' e m "  hanno certam ente un arco in comune 
e un punto di tale arco deve trovarsi su (A', V '), altrim enti la g  non sarebbe 
biunivoca. Proviam o, ancora, che se / ' e l"  sono due linee di t ( V )  non passanti 
per A  che s’intersecano in un punto P e (A , V) allora m'  e m "  hanno anch’esse 
un sol punto ,in comune e tale punto sta su ( A ', V '). L ’asserto è im m ediato 
se ci si riconduce al caso precedentem ente esaminato, considerando una linea 
di tÇV)  per P che abbia un arco in com une con / ' e uno in comune con /" . 
A  questo punto  possiamo considerare l ’applicazione /  prolungam ento della 
g  (che è u n ’applicazione tra  t  (V) —  (A , V) e t  (V') —  ( A ', V ')) a tu tto  t  (V) 
definendola nel m odo seguente: poniam o V ' = / ( V ) ,  / ( P )  =  g  (P) V P e  
e t  (V) —  (A , ,V) e facciamo corrispondere ad un punto P e (A ,V) il punto 
P ' e ( A ', V ') per cui passa una linea di t  (V') corrispondente in g  di una qual
siasi linea di £(V) passante per V. L ’applicazione /  così o ttenuta è senz’altro 
biunivoca ed inoltre essa è un isomorfismo tra  i due blocchi degeneri t  (V)

26. — RENDICONTI 1974, Vol. LVII, fase. 5.
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e t  (V'), dotati della s tru ttu ra  geom etrica indotta in essi dalle loro rette e dalle 
loro linee. In  definitiva possiamo affermare che:

I) Assegnato un sistema rigato d i seconda specie U -regolare, con 
q =  r  —  I dispari, un suo qualunque blocco degenere è isomorfo ad  ogni blocco 
degenere del sistema rigato associato ad  una quadrica ellittica dello S5t?, 
quando ta li blocchi sono dotati della struttura geometrica indotta in essi dalle 
loro rette e dalle loro linee.

D alla Prop. V I del n. 1 segue allora che:

i l )  Un sistema rigato d i seconda specie U -regolare, con q ~  r —1 dispari, 
è isomorfo a l sistema rigato associato ad  una quadrica ellittica dello
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