ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

MACIT BUKE
Sui g-archi di un piano di Galois d’ordine q

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 57 (1974), n.5, p. 355-359.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1974_8_57_5_355_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1974_8_57_5_355_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1974.



MAcrT BUKE, Sui g-archi di un piano di Galois d’ordine g 355

Geometrie finite. — Swi g—archi di un piano di Galois d’ordine g.
Nota di Macir Boke, presentata ® dal Socio B. SkGrE.

SUMMARY. — A complement to a result by B. Segre [1,2, 3] is given.

. B. Segre ha dimostrato ) tra altri risultati, che ogni g-arco piano &
contenuto in una conica, necessariamente unica, se q é dispari e maggiore di 3,
dove in generale, egli chiama 4-arco un insieme di 4 punti a tre a tre non alli-
neati di un piano lineare costruito su un corpo di Galois di ordine ¢ (potenza
di un numero primo diverso da 2).

Per pervenire a tale risultato, ’Autore dimostra anzitutto I'esistenza
di almeno un punto B del piano, tale che per esso passino almeno cinque tan-
genti di un g-arco K. Siano Py, Pz, P3,Ue Q i cinque punti di contatto di
queste tangenti. Se si scelgono P1(1,0,0), P2(0,1,0), P3s(0,0, 1) come
punti fondamentali ed U (1,1, 1) come punto uniti, i punti B,Q ed un
punto P qualsiasi appartenente al g—arco K avranno per rispettive coordinate:
B(by,6y,85),Q0(57 051,050 e Pyt 3t p3Y), le quantita 6, ,¢. ¢ p.
essendo tutte non nulle e le 4;, ¢; cosi come le §; essendo a due a due distinte.
Si giunge allora all’equazione @

(“) <a1.7)1+ a2p2-}—(l3p3) [b]_ﬁ?_ (Pa —“pg) + 52}53 <P1_l§3>+53]§§ <Pz— ]51)]20,

dove i coefficienti a; verificano la relazione a; -+ ay + a3 = o.
Il prof. Segre dimostra allora che in quest’equazione il secondo fattore
non puo essere nullo e che quindi rimane quale unica possibilith che sia

(B) alﬁl—{_ 42Pz+fl3ﬁ3=0;

condizione che esprime appunto che ogni punto P ( 274 p57Y p37Y) del g-arco
K giace su di una conica.
Nell’asserire che il secondo fattore

<Y) 51 P? (Ps “ﬁz) + 62 P% (?1 —Pa) ‘*‘ &3 P% (pz —‘P1>

non ¢ nullo, PAutore si fonda su di una proprietd proiettiva ® di carattere
elementare. Nel dimostrare tale proprietd, un piccolo errore di calcolo soprav-
venuto nelle formule di trasformazione influisce sulla conclusione finale, per

(*¥) Nella seduta del 14 novembre 1974.
(1) Cfr. B. SEGRE [1], n. 15, p. 373.

(2) Cfr. B. SEGRE [1], n. 14, p. 372.

(3) Cfr. B. SEGRE [1], n. 7, pp. 364-365.
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cui il lemma e quindi la dimostrazione del teorema sui g-archi contiene una
lieve lacuna.

Sebbene il prof. Segre abbia stabilito con altri pili profondi metodi in
lavori successivi @,®) proprietd dei A-archi piani includenti fra laltro la
proprieta dei g-archi menzionata sopra, con I'esclusione perd dei valori di ¢
intermedi fra 3 e 13, Egli ha nondimeno suggerito, ritenendola opportuna,
I'esposizione delle seguenti osservazioni che stabiliscono il risultato anche
per tali valori.

2. Iniziamo col dimostrare la seguente proprietd proiettiva che sosti-
tuisce il risultato ottenuto in [1] (n. 7, pp. 364-365);

Condizione necessaria e sufficiente affinché ¢ sei punti Py, Ps, P3, U, Q
e P atre atre non allineati di un piano proiettivo sopra un qualunque corpo
commutativo (finito od infinito) di caratteristica == 2, giacciano sopra una mede-
sima conica, & che, se nelle due omografie definite mediante le quaterne corrispon-
denti

(I) P1-—>P1 , P2—>P2 y P3——>P3 f U—-P
e
(2) Pl——>P1 y P2—>P2 ’ P3——>P3 , Q——>P

gli omologhi del punto P sono rispettivamente P' e P le trasformate PP’, PP
delle due corde UP ¢ QP coincidano. In questo caso, la retta PP’ (= PP") ¢
la tangente alla conica nel punto P.

La condizione é necessaria. Supponiamo infatti che i sei punti apparten-
gano ad una medesima conica. Scelto un sistema di coordinate in modo che
Pi(1,0,0),P2(0,1,0) e P3(0,0,1) ne siano i punti fondamentali ed
U (1,1, 1) sia il punto unita, i punti Q e P avranno per coordinate rispetti-
vamente Q (g71, ¢;1, g51) e P (71, 71, 1), le quantitd ¢, e p. essendo tutte
non nulle e le ¢; cosi come p; essendo fra loro differenti a due a due.
L’equazione della conica si scrive allora nella forma

(3) @y %g X3 + agx3 %) + ag ¥1 2 = 0,
dove i coefficienti a; verificano le seguenti condizioni:
a,+ a,+ a3 = o,
@ @ qy+ a3 q,T ag95 = o,
ay py+ ay pptag py = o.

(4) Cfr. B. SEGRE [2], n. 14, p. 46.
(5) Cfr. B. SEGRE [3], n. 19, p. 163.
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Le quantita ¢; e #; soddisfano quindi all’equazione

I I I
(5) A= g, ¢, ¢3 =0o0.
by Py Py

Le equazioni delle omografie (1) e (2) essendo rispettivamente

% Pt o o ¥,
(1) Gl=(o nto ||
Xy o o 7Y \x,
e
xy 767" 0 o\ /7
(2 5 l=(o  a@rto %),
2/ \o o g5l \x

gli omologhi P" e P"" del punto P hanno per coordinate
(6) Prar® 237 55 ¢ PUgy 7% 4, 7% 45 25D
Si consideri ora il determinante

7t ot At
(7 D=7 272 2#57% |;
7, P77 95057 95 157

questo ovviamente si riscrive nella maniera seguente

I I I
8 D=0,00" |01 5 05 = (b, 2209 A,
b 2y 2y

e quindi risulta nullo per via della condizione (5). Ne segue che le trasformate
PP’ ¢ PP coincidono.

D’altra parte, le coordinate della tangente alla conica di equazione (3)
nel punto P sono A

©) Cag Pyt ay it agptt e prt o ay prt - ag py

e tenendo conto della prima e della terza delle equazioni (4) i coefficienti
a; avendo i rapporti

a1 Ayt ag=pg— Pyt Py —P3  Py— Py
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le coordinate della tangente (9) si riscrivono nella forma
(91) P% (?2 “P3> : Pg (!’3 _ﬁ1> : P§ (ﬁl _—'Pz>

Ma appunto tali coordinate sono quelle della retta PP’ (= PP"").

La condizione ¢ sufficiente. Si suppongono le rette PP’ ¢ PP’ coincidenti.
In tal caso deve essere nullo il determinante (7): D = o, il che, per via della
(8), si riduce alla condizione A = o, cio¢ alla

I I I

7, 99 43|=0.

b1 Py P
Sviluppando il determinante a primo membro, si ottiene I'equazione
<IO> (g2_93>.p1+ (9'3—?1) P2+ (ql_gz)P:; = 0.

Ma questa esprime per I'appunto che il punto P di coordinate (A7% 2575 P39
appartiene alla conica S di equazione

(I I) S = <92 _Q3> Yo Xg + (93 —ql) X3 x1+ <Q1 _92) Xy Xy = 0,

che d’altronde passa per i punti P1(1,0,0),P:(0,1,0),Ps(0,0,1),
U@,1,1) e Qg ozt osh.

3. Si consideri ora la settupla di punti presa in esame al n. 1, colle mede-
sime notazioni.

La conica S, definita dai cinque punti di contatto P;, Py, Ps, U e Q,
ha per equazione (11). Se P & un punto qualsiasi del g—arco K, tale che sia P € S,
I'equazione (11) esprime che la condizione (8) del n. 1 & soddisfatta.

D’altra parte I'espressione del fattore (y) del n. 1, si pud riscrivere nella
forma

b, 21 (25 — 2y + 6, f’g (6, —2g) + 63 pg (py— 21
b, b b

1 2 3
(12) = —(p pa 09 | PTF P34 P71
p1—2 p2—2 pg—2

Se dunque questo fattore & nullo, i punti B (4, 6,,8,), P(p7L, p51, p51) e
P (p7% 7% p7H) (dove P’ & I'omologo del punto P nella omografia (1) defi-
nita al n. 2) sono collineari.

Dimostreremo ora che ogni punto P (p7%, p51, p51) del g—arco K sta neces-
sariamente sulla conica S avente I’equazione (11). Infatti sia P un punto qual-
siasi del g-arco K, differente dai punti P;, P2, P3, U e Q. Supponiamo P €S,
sicche, in virth delle relazioni () e (12), si ha che il punto B giace sulla
retta PP’
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D’altra parte, nel sistema di coordinate ottenuto conservando i punti
fondamentali P1, P2 e P3, ma sostituendo il punto unita con il punto Q,
I'equazione della conica non cambia, allorché I'espressione del fattore (y)
si trasforma nella

61 62 é3
pl—l pz—-l p;l
7277 9. 857 95057

bty
719293

(13)

Ora, essendo per ipotesi P € S, il determinante che compare in (13) deve essere
nullo, cio¢ il punto B (41, b2, é3) giace sulla retta PP"" (dove P’ & I"'omologo
del punto P nella omografia (2) definita al n. 2). Dunque le due rette PP’
e PP devono essere coincidenti. Ma-tale risultato & in contraddizione con
quanto affermato in precedenza perche, il punto P non giacendo sulla conica
S, in virti della proprieta del n. 2 le rette PP’ e PP" sono distinte.
Inoltre, la conica S contiene il punto B (&1, &2, é3) poiche, in caso contrario,
sarebbe impossibile il passaggio di almeno cinque tangenti del g—arco K per
il punto B. Dunque I'’equazione della conica S si pud scrivere nella forma

(14) S = by (bg — b3) xy 23 -+ by (b3 — by) a3 21+ by (by — by) 21 x5 = 0.

Ne segue che ogni punto del g—arco K ¢ sulla conica S, come appunto dovevasi
dimostrare.
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