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Geometrie finite. —• S u i q-archi di un piano di Galois d ’ordine q. 
Nota di M a c it  B ü k e , presentata (*> dal Socio B. S e g r e .

Summary. — A complement to a result by B. Segre [i , 2 , 3 ]  is given.

I. B. Segre ha dim ostrato d) tra  altri risultati, che ogni q-arco piano è 
contenuto in una conica, necessariamente unica , se q è dispari e maggiore d i  3, 
dove in generale, egli chiam a >é-arco un insieme di k  punti a tre a tre non alli
neati di un piano lineare costruito su un corpo di Galois di ordine q (potenza 
di un num ero prim o diverso da 2).

Per pervenire a tale risultato, l ’A utore dim ostra anzitutto  l’esistenza 
di almeno un punto B del piano, tale che per esso passino almeno cinque ta n 
genti di un ^-arco  K. Siano Pi , P2 , P3 , U  e Q i cinque punti di contatto di 
queste tangenti. Se si scelgono Pi (1 , o , o ) , P2 (o , 1 , o ) , P3 (o , o , 1) come 
punti fondam entali ed U  (1 , 1 , 1) come punto unità, i punti B , Q ed un 
punto  P qualsiasi appartenente al q~arco K avranno per rispettive coordinate: 
B (^1 ^ 2  ^ 3 )  » Q (271 > qtp1 > Ç^1) e P ( p - 1 , p ~ l , p ~ x), le quantità  b. , q. e p . 
essendo tu tte  non nulle e le bj , q { così come le essendo a due a due distinte. 
Si giunge allora all’equazione <2>

(«) (a,px + a 2p2 + azp3) [bxp\ (p3— p 2) +  b2p\ (J>x — pz) +b3p\ (p2 —  p j ]= o ,

dove i coefficienti a{ verificano la relazione a± +  a2 +  a3 =  o.
Il prof. Segre dim ostra allora che in quest’equazione il secondo fattore 

non può essere nullo e che quindi rim ane quale unica possibilità che sia

(ß) ~  0 >

condizione che esprime appunto che ogni punto P (A-1, p z 1, p z 1) del <7-arcoK 1 JT2 / 2
giace su di una conica.

N ell’asserire che il secondo fattore

(r) h Pi iPz ~  A) +  h Pi (A -  Pz) +  h Pi (P* -  Pi)
non è nullo, l’A utore si fonda su di una proprietà proiettiva di carattere 
elem entare. Nel dim ostrare tale proprietà, un piccolo errore di calcolo soprav
venuto nelle formule di trasform azione influisce sulla conclusione finale, per

(*) Nella seduta del 14 novembre 1974.
(1) Cfr. B. Segre [i], n. 1.5, p. 373.
(2) Cfr. B. Segre [i ], n. 14, p. 372.
(3) Cfr. B. Segre [i], n. 7, pp. 364-365.
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cui il lem m a e quindi la dim ostrazione del teorem a sui p a rc h i contiene una 
lieve lacuna.

Sebbene il prof. Segre abbia stabilito con altri più profondi metodi in 
lavori successivi (4), (5) proprietà dei /é-archi piani includenti fra l’altro la 
proprietà dei ^-arch i m enzionata sopra, con l’esclusione però dei valori di q 
interm edi fra 3 e 13, Egli ha nondim eno suggerito, ritenendola opportuna, 
l’esposizione delle seguenti osservazioni che stabiliscono il risultato  anche 
per tali valori.

2. Iniziam o col dim ostrare la seguente proprietà proiettiva che sosti
tuisce il risultato  ottenuto in [1] (n. 7, pp. 364-365);

Condizione necessaria e sufficiente affinchè i  sei p u n ti  Pi , P2 , P3 , U  , Q 
e P a tre a tre non allineati d i un piano proiettivo sopra un qualunque corpo 
commutativo {finito od infinito) d i caratteristica 2, giacciano sopra una mede
sima conica, è che, se nelle due omografie definite mediante le quaterne corrispon
denti

9 ) P i ^  P i , P  2 ->  P2 ,, P3 P3

e

(2 ) P i P i ,, P2 P2 , P3 P3

g li  omologhi del punto  P sono rispettivamente P ' e P "  le trasformate P P ;, P P "  
delle due corde U P  e QP coincidano. In  questo caso, la retta P P ' (== P P ") è 
la tangente alla conica nel punto  P.

L a  condizione è necessaria. Supponiam o infatti che i sei punti apparten 
gano ad una m edesim a conica. Scelto un sistema di coordinate in modo che 
Pi (1 , o , o) , P2 (o , i , o) e P3 (o , o , 1) ne siano i punti fondam entali ed 
U  (1 , ,1 , i ) sia il punto unità, i punti Q e P avranno per coordinate rispetti
vam ente Q (q~x, q~x, qffi) e P (pffi, pffi, pffi), le quantità q. e p .  essendo tu tte 
non nulle e le q- cosi come p { essendo fra loro differenti a due a due. 
L ’equazione della conica si scrive allora nella forma

(3) ax x 2 x 3 +  a2 x 3 x 1 +  a3 x 1 x 2 =  o ,

dove 1 coefficienti verificano le seguenti condizioni:

a\ “f~ a2 ~f~ a3 — o>

(4) a! qx +  a2 q2 +  «3 q3 =  o,

ax P\ +  az P<L +  az PS =  O.

(4) Cfr. B. Segre [2], n. 14, p. 46.
(5) Cfr. B. Segre [3], n. 19, p. 163.
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Le quantità e p i  soddisfano quindi all’equazione

I i l

(S) A = o.^2 ?3

Pi P2 Pz

Le equazioni delle omografìe (i)  e (2) essendo rispettivam ente

p - 1 o o

(L ) o p - 1 o

o o A r1

' * ' A
\  l 9 1 p "

0

X 2
r  0

<72 A;
x z  J v° 0

(2l)
^3 A3 V \-\V

gli omologhi P ' e P "  del punto P hanno per coordinate 

(6) P ' c / r 2.A 2- 2,A 3- 2) e P ' A ^ A ^ 2, ^ 2)-

Si consideri ora il determ inante

A f1 P z 1 P z 1
(7) D = A f2 a2- 2 a3- 2

9 i P i 2 ?2 a2- 2 A,

questo ovviam ente si riscrive nella m aniera seguente

i i i

(3) D (p1 p~ pS) Q1 #2 ^3

P 1 .P 2  Pz

e quindi risulta nullo per via della condizione 
P P ' e P P "  coincidono.

^ ( A ! A 2 A3) 2A ,

(5). Ne segue che le trasform ate

D ’altra parte, le coordinate della tangente alla conica di equazione (3) 
nel punto P sono

(9) azP 2 l +  '■ A fx+  a\ P ï X ’■ az P i 1 ai P z 1 '>

e tenendo conto della prim a e della terza delle equazioni (4) i coefficienti 
aj avendo i rapporti

ax : a2 : a 3 =  Ps ~ P z  : A l— A3 : A2 — Ax >
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le coordinate della tangente (9) si riscrivono nella forma

(9i) P\(P2~ P i  '■ P\{PZ— P i  : Pl(Pi— P2)-

M a appunto tali coordinate sono quelle della re tta  P P ; (== P P ").

L a condizione è sufficiente. Si suppongono le rette P P ' e P P "  coincidenti. 
In  tal caso deve essere nullo il determ inante (7): D =  o, il che, per via della 
(8), si riduce alla condizione A — o, cioè alla

i i 

f i  ?2 ?3 =  °*

Pi P2 Pz

Sviluppando il determ inante a prim o membro, si ottiene l ’equazione

( i o ) (ffz —  9 z> Pi +  (?8 —  f l )  Pï +  ( f i  —  Pz =  °-

M a questa esprim e per l’appunto che il punto P di coordinate (p~x, p3l, p~l) 
appartiene alla conica S di equazione

( u )  S =  (g2 — q ^)x2 x s +  (qti —  q ^ x 3 x 1+ ( q l — q ^ x lX z  =  o,

che d ’altronde passa per i punti Pi (1 , o , o) , P2 (o , 1 , o) , P3 (o , o , 1) , 
U  ( I  , I , 1) e Q (<$p, q - 1, $ P ) .

3. Si consideri ora la settupla di punti presa in esame al n. 1, colle m ede
sime notazioni.

L a conica S, definita dai cinque punti di contatto Pi , P2 , P3 , U  e Q, 
ha per equazione (11). Se P è un punto qualsiasi del ^-arco  K, tale che sia P 6 S, 
l’equazione (11) esprim e che la condizione (ß) del n. 1 è soddisfatta.

D ’altra parte l’espressione del fattore iff) del n. 1, si può riscrivere nella 
forma

bl Pì (Pz ~  Pi) +  b Z p \ (Pi —  P i  +  bz Pi (Pz —  P i

K A, K
(12) — (P \p 2 P i 1 P z 1 Pz

p r 2 P 22 Pz

Se dunque questo fattore è nullo, i punti B (bx , , ^3) , P (p ^ 1, p%1, p ^ 1) e
(Pì2> P%2> P 3~2) (dove P ' è l’omologo del punto P nella omografia (1) defi

n ita al n. 2) sono collineari.
Dim ostrerem o ora che ogni punto P (jp~l , p ~ xy p f f )  del ^-arco  K sta neces

sariam ente sulla conica S avente l’equazione (11). Infatti sia P un punto qual
siasi del ^ -arco  K, differente dai punti P i , P2, P3 , U  e Q. Supponiam o P € S, 
sicché, in virtù delle relazioni (a) e (12), si ha che il punto B giace sulla 
re tta  PP '.
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D ’altra parte, nel sistem a di coordinate ottenuto conservando i punti 
fondam entali Pi , P2 e P3, m a sostituendo il punto unità con il punto Q, 
l’equazione della conica non cambia, allorché l’espressione del fattore (y) 
si trasform a nella

(13)
(A  A A )2 

i l  Ì2  S s

bl K A
P I 1 P 2 1 P 3 1

<h P i 2 A A“ 2 $3 P%

Ora, essendo per ipotesi P € S, il determ inante che compare in (13) deve essere 
nullo, cioè il punto B (ò± , 62 , Ò3) giace sulla re tta  P P "  (dove P "  è l ’omologo 
del punto P nella omografia (2) definita al n. 2). D unque le due rette P P ' 
e P P "  devono essere coincidenti. M a tale risultato è in contraddizione con 
quanto affermato in precedenza perchè, il punto P non giacendo sulla conica 
S, in virtù della proprietà del n. 2 le rette P P ' e P P "  sono distinte.

Inoltre, la conica S contiene il punto B (òr, Ò2 , Ò3) poiché, in caso contrario, 
sarebbe impossibile il passaggio di almeno cinque tangenti del ^-arco  K per 
il punto B. D unque l’equazione della, conica S si può scrivere nella forma

(14) S — A 7>2 —  b3) *2 x 3 +  b2 (b3 —  A) -r3 x i +  h  (A —  A) x i x 2 =  O.

Ne segue che ogni punto del q—arco K  è sulla conica S, come appunto dovevasi 
dim ostrare.
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