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G eom etria  d ifferen zia le . —  Changements conformes de métrique 
du point de vue global. Nota di V a l e n t i n  B o ju  e M a r ia n a  P o p escu , 
presentata (*} dal Socio B. S e g r e .

RIASSUNTO. — Si studiano i cambiamenti conformi di metrica fra varietà rieman- 
niane, g' =  p2g, che conservano la curvatura. Si stabilisce che, se un siffatto cambiamento 
non è un’omotetia, le traiettorie del grad p sono delle geodetiche, e che le p =  cost, sono 
delle varietà sferiche.

Soit ( M ,g )  une variété riem annienne de dimension n} g  é tan t le cham p 
tensoriel m étrique, et

g ’ =  P2g  (P e C°°, p >  o)

un changem ent conforme du tenseur m étrique qui conserve le cham p tenso
riel de courbure R.

Soit
a =  d  log p

“ Y (Z) =  g  (Y , Z), OÙ Y , Z e D1 (M ) ,û)y é D i (M),

et U  est le cham p vectoriel donné par la formule coM — a.
Soit ß la forme sym étrique donnée par

(I) ß (Y , Z) =  VY (a)) Z —  a (Y) oc (Z) + -L a («) <Y , Z)

OÙ
<X, Y) = ^ ( X ,  Y ).

On sait (voire [i]) q u ’un changem ent conforme de m étrique

(2) g ’ =  P2 g

conserve le cham p tensoriel de courbure si, et seulement si, la forme ß est 
identiquem ent nulle; si ß =  o et a est nulle au point x 0 , alors a =  o sur M
(et p est constante).

Il en résulte q u ’il est particulièrem ent intéressant le cas quand a n ’a 
pas des zéros, donc, quand p n ’a pas des points critiques.

Dans ce dernier cas, toute surface de niveau constant de la fonction p 
est une sous-veriété riem annienne de M, adm ettant comme cham p vectoriel 
norm al unitaire le cham p

N = i
I !  grad p J grad p .

(*) Nella seduta del 14 novembre 1974.
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Soit p  e M et soit { X,-}, i =  i , • • •, n, un système des cham ps vecto
riels dans un voisinage V du point p  tel que

X 1 =  N , < X ,,X y) =  S...

Le cham p X,- est tangent à chaque surface de niveau de la fonction p, pour 
i  >  I, donc

(3) X,- p o , f >  i ; a,- =  a (X,-) =  0 ; oq =  a (Xi) =  — || grad p || .
p

De

(U , Y> =  o)u Y  =  a  (Y) =  Y (log p) =  ~  Yp =  grad p , Y^> , 

il en résulte

(4) U =  4  II grad p II • N .

En tenan t compte que

Vx . Xy =  r *  X K , (Vx a) Y =  X (a (Y)) —  « (Vx Y), 

la condition que ß soit nulle, écrite pour Y =  X, , Z — Xy , devient

(5) X,. ay —  r,y aK - a,- ay +  || grad p ||2 8,y =  o.

Pour y=j= i nous avons

r b «1 = — r  II grad p II2 h  ;
donc

(6) rjy =  o H= />  y=H 0 .

(7) r j ,  =  — -  Il grad  p II (i =  j  =1= i).

Pour j  =  i nous obtenons:

'X < (a i) — T/i ai —  a,- a i +  K grad p ||2 8fl =  o :
donc:

(8) X; (a,) =  r !̂ «i (*=j= i , j =  1),

(9) N (xj) — Tn x1----— («1)2 =  o .
M ais

o =  X,. (N , N> =■ 2 <VX. N , N) =  2 r , i  <XK , N> =  2 r i i  ;

donc

( 10) ’ T a =  o (i =  i , • • •, n).

Les équations (8) et (9) deviennent:

(9)

X ,  (OC,) =  O

n (— ) =  —  -Voq/ 2

=f= 0 .
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Les formules (3) et (8) nous donnent

(i 1) X; Il grad p II =  o (*'4= i);

donc y grad p || est une fonction localement constante sur chaque surface de 
niveau de la fonction p.

M ais

(12) <VX. N , Xy> =  — <N , Vx . Xj) =  —  r]y ;

donc, en tenan t com pte de (io), pour j =  i nous avons

(13) <Vx . N , N )  =  o .

D ’autre part, en tenan t compte de (6) nous avons:

( T4) <VX N , X y> =  o ( ï= h />  j  4=  0  •

Les formules (13) et (14) nous donnent

C15) VX.N =  À X*- où X e C°° , i = 2
‘ (0 (0

En tenan t compte que

o =  X, < X , , N) =  ri- +  <X,, v x . N>

et de la formule (15), nous obtenons

(16) — l «  =  X.
(0

Les relations (7) et (16) nous donnent

(17) x =  . . .  = x  n= / = — r l ü E i z l  .
(2) (») 2 P

En tenant compte de (17), la formule (15) devient:

(18) Vx . N = / X ,

Sòit L  l’opérateur de W eingarten d ’une surface de niveau constant de 
la fonction p. La formule (18) nous m ontre que chaque point de la surface 
de niveau est sphérique. En tenan t aussi compte de (17), nous avons ainsi 
dém ontré le

THÉORÈME i .  Chaque composante connexe Ca de V hyper su r f ace de 
niveau Xa est sphérique ( f  est constante sur chaque composante connexe de 
hyper su r f ace E fl).

En tenant compte de (11) nous avons:

0 =  X * Il g ra d P II =

=  V Ü S d p  II X ‘ <grad P ’ £rad P> =  I grad Pi <Vxf-grad p - grad p> =

=  1 grad p|| <Vsrad o X *' ’ g rad P> +  J ^ ~dp | d X ; ’ ? rad P] ’ £ rad P) =

-  Il g rad p y <VN X , , N ).,



V . BOJU e M . POPESCU, Changements conformes de métrique, ecc. 349

Donc

(19) 1^1 =  0 , rii =  o.

En faisant i =  j  =  1 dans (12), nous obtenons

(20) <Vn N , N )  =  O.

En tenan t compte de (19), nous avons

(21) <vn n , x ,> =  n!  =  0.

D ’autre part, en tenan t compte de (20) et (21), nous avons

VN N — o.

Donc, nous obtenous le

THÉORÈME 2. Les trajectoires du champ grad  p {paramétrisêes naturel- 
lernend) sont des gêodêsiques.
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