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Geometria differenziale. — Changements conformes de métrigue
du point de vue global. Nota di VALENTIN Boju e Mar1aNA Popescu,
presentata @ dal Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Si studiano i cambiamenti conformi di metrica fra variety rieman-
niane, g’ = p2g, che conservano la curvatura. Si stabilisce che, se un siffatto cambiamento
non ¢ un’omotetia, le traiettorie del grad p sono delle geodetiche, e che le p = cost. sono
delle varieta sferiche. '

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension #, g étant le champ
tensoriel métrique, et

g =p2g (peC® p>0)

un changement conforme du tenseur métrique qui conserve le champ tenso-
riel de courbure R.
Soit
« = dlog p

oy(2)=g((,Z), ou Y,ZeD' (M), wye€D; M),

et U est le champ vectoriel donné par la formule o, = a.
Soit B la forme symétrique donnée par

©) BY,2)=Vy(@)Z—a(Y)a(Z) +o@(Y,2)
X, Y) =¢g(X,Y).

On sait (voire [1]) qu'un changement conforme de métrique
() g =g

conserve le champ tensoriel de courbure si, et seulement si, la forme B est
identiquement nulle; si B =0 et « est nulle au point x,, alors « =0 sur M
(et p est constante). _

Il en résulte qu'il est particulierement intéressant le cas quand « n’a
pas des zéros, donc, quand p n’a pas des points critiques.

Dans ce dernier cas, toute surface de niveau constant de la fonction e
est une sous-veriété riemannienne de M, admettant comme champ vectoriel
normal unitaire le champ

N ” grad o.

. 1
| grad ¢

(*) Nella seduta del 14 novembre 1974.
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Soit p €M et soit {X,}, 7=1,---, %, un systtme des champs vecto-
riels dans un voisinage V du point p tel que

Xi=N, (X;, X)) =3,.

1

Le champ X, est tangent & chaque surface de niveau de la fonction p, pour
z > 1, donc

®  Xip=o,iz1; w=a(X)=0 ; m=a(X)=—|gradp].
De
(U,Y) =, Y =a(Y) =Y (log p,=-;—Yp=<%grad p,Y>,
il en résulte
@ U="ligradp| - N.
En tenant compte que
Vi, X, = TE X, (Vo) ¥V = X (o (Y)) — o (Vy V),

la condition que B soit nulle, écrite pour Y = X, ,Z = X;, devient

I
(s X,.oc,-~1‘§aK—a,.a.+2_p;||gradp||2 8,;=o0
Pour 7 == 1 nous avons

Ty ay = o llgrad o | 3,

i7

donc
(6) Ih=o0 (i=j, j=F1),
) Th = llgradell  G=j+1)

Pour 7= 1 nous obtenons:

1

X, (@) —Thoay —oay +—llgrad o |* 8;; = o

2 p2
donc:
(8) X; (“1) = le o1 (Zziz 1, j= I)!
) N (o)) — Ty o — % (a2 =o.
Mais ‘
0=X;{N,N)y=2(Vy,N,Ny =2 T] (Xg,N) = 2 T ;
donc
(10) Th=o G=1, -, m).
Les équations (8) et (9) deviennent:
® Xi(y)=o0 @==1),
- I 1
(9 N (u—l) =—3"
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Les formules (3) et (8) nous donnent

(11) Xillgradpll =0  (==1);

donc ||grad p|| est une fonction localement constante sur chaque surface de

niveau de la fonction p.

Mais
(12) (Vx; N, X)) = — (N, Vg, Xj) = — T
donc, en tenant compte de (10), pour j= I nous avons
(13) (Vx;N,N) =o.

D’autre part, en tenant compte de (6) nous avons:

(14) Vx N, Xj) =0 (==j j=1).

Les formules (13) et (14) nous donnent

(135) inN:kX,- ou AeC%, i=2," -

@ @)
En tenant compte que

o= X;(X;, Ny = F};—F(Xi,vx,-N)

et de la formule (15), nous obtenons

(16) —Th =
@)
Les relations (7) et (16) nous donnent
(17) Az...z)\-“ﬁtfz_iugfadpﬂ )
) @ ) z o

En tenant compte de (17), la formule (13) devient:

(18) Vx, N =fX;

Soit L I'opérateur de Weingarten d’une surface de niveau constant de
la fonction p. La formule (18) nous montre que chaque point de la surface
de niveau est sphérique. En tenant aussi compte de (17), nous avons ainsi

démontré le

THEOREME 1. Chaque composante connexe C, de I hypersurface de
nivean X, est sphérique (f est comstante sur chaque composante conmexe de

hypersurface X,).

En tenant compte de (11) nous avons:
0= X;|gradp|| =

X; (grad p , grad p) =

- I I
~ zfgradp] lgrad o |

<VX,' grad P grad P> =

1 - B
= W <Vgradp X, grad p) =+ m ([X,- ,grad p], grad P> —

= | grad p || (Vy X;, N)..
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Donc
(19) Th=o0 , Ij=o.
En faisant 7= ;= 1 dans (12), nous obtenons
(20) (VxN,N) =o.
En tenant compte de (19), nous avons
(21) (Vy N, X)) =T = o.

D’autre part, en tenant compte de (20) et (21), nous avons
VN N == O.
Donc, nous obtenous le

THEOREME 2. Les trajectoires du champ grad o (paramétrisées naturel-
lement) sont des géodésigues.
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