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Analisi. Sopra la trasformata di Hankel distribuzionale. Nota
di Susana ErLexa TrionE, presentata ® dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — We evaluate (formula (2,2)) the Hankel transform of the distribution
8(”’)( 7). As a consequence of (2,2) we obtain

Qo
Alfloo (2w A e (A) =3,

where (), designates the area of the unit sphere in R”. We also give a direct proof of this formula,
which plays a role in the theory of the spherical summability of Fourier integrals.

I. Sia ®(4) una funzione in R*:{/,#>0}. La trasformata di Hankel
della funzione @ (7) ¢, per definizione, la funzione g (s),0 < s < oo, definita
dalla formula

def : Y —_—
(1.1) gls)=[H{O®)]} =%J @) "R gy (/2 ) ds,
0
ove abbiamo posto
def J'm (x)

Rom (2) = =

Jomn (x) ¢ la ben nota funzione di Bessel d’ordine #:

I @) = 3 (=0 () e

Definiremo la trasformata di Hankel quando ® ¢ una distribuzione.

Sla Sp+ 1o spazio delle funzioni f (#) definite nella semiretta positiva RY,
appartenti a S. Con S denotiamo, come di consueto, la famiglia delle funzioni
Jf(x), x € R", indefinitamente differenziabili, che tendono a zero congiun-
tamente con tutte le derivate, quando |x|— oo, piu rapidamente di ogni
potenza di 1/|x|. Denotiamo con S, il duale di Sgp+.

Sia U () € Sy La trasformata di Hankel di U (?) ¢, per definizione,
la distribuzione V (s) e Sp definita dalla formula

(1.2) @GEIU@0], ® () Z(U @), [ (s)])
per ogni ®(s) e Sp

Nota. Vi sono altre definizioni della trasformata di Hankel distribuzionale; in parti-
colare quella dovuta al Zemanian (cfr. [1], p. 141). La definizione qui adottata & quella
dovuta a Gonzalez Dominguez (cfr. [2], formula (Al, 3; 3), p. 70).

(*) Nella seduta del 14 novembre 1974.
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2. Calcoleremo le trasformate di Hankel di alcune distribuzioni di
speciale interesse nelle applicazioni.

Esempio I
U = 3.
Si ha
m def o
FE D), OE)y =70, H{Os)}) =
= (@), %J D (5) s@=D2 Riygyp (25 ) ds) =
0
= (— 1)”’§ %(% / D (5) s@=DI2 R, _gye ()25 ) dé‘)% =
\ O t=a
am —
= (— I)m% § ( D (s5) sODR 2 Rz (V25 ) ds $t=a =
0
am —
= <<—— I> -;— 3 W R(n- 2)/2 (l/ts > gl-—*a s(”_Z)/2 ’ @ <‘Y>> )
Pertanto:
(2,1) H{Y = (—0m -  r Reman (/)] sr-om,

Dalla formula di [3], p. 45, risulta
am —_ m —
= Ro—gp (Vts ) = (— 1" %,,7 Reu—ayzim (V25 ) ;
e delle due formule precedenti otteniamo
(2,2) HA szM)} = TI_H— Rii—2)/24m (V&}) s=f2tm
2

Esempio' 2:
U =3".

Dalla (2,2) otteniamo, per a = o,

I
{3} = it Romoyzem (0) sC-2MEE,

Tenendo conto che

r ( n -+ 22m —1 )
Reu—gy24m (0) = - )
(n—2)[2+m n—2 _I_ n—2axm
2 r(_z +m+2)r(-~—2 )
otteniamo
( F( n 4 22771 —1 ) [n—2)2tm
(2,3) A} = =
2m+ +1 n—2 1 n-t+2m
2 T ( 2 + m -+ ?) I‘(—————z )
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Da questa ultima formula si ricava, per » == o,

H{S) = w9
27 T (11—
2
ovVvero
Q, 1 Y
(234> %{8} — T W&‘( 22 y

ove Q, denota 'area della stera unitaria in R”.

3. Dalla (2,4) si ricava (cfr. [2], formula (Al, 3; 4), p. 71), quale
applicazione della formula d’inversione per la trasformazione di Hankel
distribuzionale:

’ Q, I (7—2)/2 =3
(3’I> %( 2 (2 1_.[)”'/2 4 ; .

Questa pud scriversi, formalmente,

o
Q sm=2l2

(3:2) = (2T ] £ R gy (st ) dt = 3.
0

L’integrale che appare nel primo -membro di questa formula & divergente
nel senso usuale, ma la formula ¢ valida nel senso delle distribuzioni.
La (3,2) puo scriversi nella forma

A

. Q, I — T =22 —
Jim S g < [ £ Racan (o7 de =3,

OoVvVvero

(3,3) lim —

SR A P 3
Ay 0 e (A

Il nucleo singolare nel primo membro della (3,3) appare nella teoria della sommabilita
sferica dell’integrale di Fourier (cfr. [4], p. 145-197).

4. Daremo una dimostrazione diretta della formula (3,3). Denotiamo,
come di consueto, con L [T] la trasformata di Laplace della distribuzione T.
E ben noto che L [8] =1

(4,1) K, A, )= ?2%72— ATOR Ay o (A7)

Dal teorema di unicitd per la trasformazione di Laplace distribuzionale,

consegue che la (3,3) & equivalente a quest’altra:

(4,2) lim LK@, A, n)]=r1.

A—>o0
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Dalla formula ben nota (cfr. [5], p. 182, formula 9, ove la P, sono le
funzioni di Legendre di prima specie):

< B B p
@) e de=T@+v+ 1) —— P (i),
O/ (2 +ay B (@ + @i )
valida per
Re(u—+v)>—1 e Rep>|Imal,
otteniamo
T (2 _ - I —n/2 V4
] 7R Jp (AD) e# de =T () Pt AR Pu 220 (W) )
0

valida per A>o0, Rep>o0, n>—1.
Si vede senza difficolta che questa formula pud anche scriversi

8 2n/2 T ( 741 )
_ . 2 An/2 —n2 P \
(4’3) ./ e#K (t VA, n) de= TIi/2 : (?2 + Az)nl4 : P("“2)/2 (W) :
]
Da questa otteniamo, per A — oo,
i 22 T ( 741 )
44) lim [e# K@, A, n)dr=. 2 L P (0)
’ A >0 ’ ’ TI/2 (n—2)/2 ’

E ben noto che (cfr. [5], p. 143, formula (20) o [6], p. 232):

II I v
u y—1/2 Rl r, v e
2~ I cos[z(y.—l—v)]I‘(z-}-z-l—z)

P} (o) =
I v @
r(;+s—%)
Per p= —%, V= n—2—2 , otteniamo
IIx
sen T
lim 2T (i) I lim
x—>0 2 2 £ —>0 Iz
Py (0) = —
(=22 IV o7l (” +1 ) ?
2
ossia, in definitiva,
—we T2
(4’ S) P(n-—/2)/2 (0) =

2”/2r(”+1) )
2

23. — RENDICONTI 1974, Vol. LVII, fasc. 5.
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Dalle (4,4), (4,5) consegue

00
»

(3:3) lim | e#K(z, A, n) dt=1;

A—>oc0
0

e cio dimostra la (4,2), eppertanto anche la (3,3).
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