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Analisi. — Sopra la trasformata di Hankel distribuzionale. Nota 
di S usana E lena T rione , presentata (,) dal Socio B. S egre.

Summary. — We evaluate (formula (2,2)) the Hankel transform of the distribution
S <">(/). As a consequence of (2,2) we obtain

A^oo (2 7t)«/2 A”/2 J*/2 (A/) =  8 -

where £ln designates the area of the unit sphere in Rw. We also give a direct proof of this formula, 
which plays a role in the theory of the spherical summability of Fourier integrals.

I. Sia O(^) una funzione in R+ : La trasform ata di H ankel
della funzione <I> (/) è, per definizione, la funzione g  (s) , o <  s <  co, definita 
dalla form ula

00
( I . I )  g(s )  =  [ ^ { i D (/)]} =  -L J <5 (0 é-n~ m  R („_2)/2 ( f i t  ) dt,

0
ove abbiam o posto

Rm (X) * 1  Jztÿù - .
k y x m ’

}m  (x) è la ben nota funzione di Bessel d ’ordine m:
00

j * w  =  y (_ l)v / £ p 2’ ___ ï________
J '  \ 2 / v ! T ( o t  +  v +  i)

Definiremo la trasform ata di H ankel quando 3> è una distribuzione.
Sia SR+ lo spazio delle funzioni f  (t) definite nella sem iretta positiva R +, 

apparten ti a S. Con S denotiam o, come di consueto, la famiglia delle funzioni 
/  (x) , r e  R +, indefinitam ente differenziabili, che tendono a zero congiun­
tam ente con tu tte  le derivate, quando | x  | -> 00, più rapidam ente di ogni 
potenza di i / \ x \ .  D enotiam o con SR+ il duale di SR+ #

Sia U  (/) € SR+  ̂ L a trasform ata di H ankel di U  (t) è, per definizione, 
la distribuzione V  (s) e SR+ definita dalla formula

def
(1.2) [U ( /) ] ,  ® (s)) =  < u  ( 0 , \ x { o  (,)}] >

per ogni ®(j) e SR+ .

Nota. Vi sono altre definizioni della trasformata di Hankel distribuzionale; in parti­
colare quella dovuta al Zemanian (cfr. [1], p. 141). La definizione qui adottata è quella 
dovuta a Gonzalez Dominguez (cfr. [2], formula (AI, 3; 3), p. 70).

(*) Nella seduta del 14 novembre 1974.
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2. Calcoleremo le trasform ate di H ankel di alcune distribuzioni di 
speciale interesse nelle applicazioni.

Esempio 1 :
U  =  si*0 .

Si ha

(0  } , ® 0)> =  (0  , ® }) =
OO

=  (Si“> W , - j  <*> W  & - * > »  R(w—2)/2 (^T  ) dj> =

00

=  ( - ^ { £ { ± 1 °  W s ( n ~ m  *<«-*>/* (V* ) d") J,_a =
0

OO

=  ( —  0 - T  j f  0  w  R (n -m  ( fto )  d j  =
0 _a

Pertanto:

( 2 . 1) J T { s i”0 }  =  ( -  I r  -  ! R( - 2 ) / 2  ( f t T )  \ i=a .

D alla form ula di [3], p. 45, risu lta
dm 1—  sm /—

ffpn ®-(»-2)/2 ) =  (  l )m ~^T ^ (» -2 )/2 + » ì Ql*s ) ì

e delle due formule precedenti otteniam o

(2.2) R (n. m+m (fas ) J - W + ” .

E sem pio1 2:
U -  S(w) .

D alla (.2,2) otteniam o, per # =  o,

* r{ 8 (”°

Tenendo conto che

R(n~2)l2+m (o) =  

otteniam o

(2,3) ^ { 8 (”°}  =

} =  ^ r W ,  l o ) ^ + »

, ^ ^  +  2 WS —  I j

2(«-2)/2+m p  _2 +  ^  +  p   ̂ j

E   ̂ n  4~ 2  m  I  ̂ (̂?2—2)/2-j-m

r ^ ‘ r ( ^ + „  +  ± ) r ( ^ L )
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Da questa ultim a form ula si ricava, per m =  o,

S{n-2)12

ovvero

(2,4) z e {  §} =  ^  — V -  j<—aw
v • 1 J 2 (2 n )w/2

ove Q„ denota l’area della sfera unitaria  in R M.

3. D alla (2,4) si ricava (cfr. [2], form ula (AI, 3; 4), p. 71), quale 
applicazione della form ula d ’inversione per la trasform azione di Hankel 
distribuzionale:

(3-1) x  J d L  — 1
t 2 (2 n)"'2

^ - 2)/2 = s.

Questa può scriversi, formalm ente,

00

(3>2) - T -  R(-2)/2 ( ^ 0  d / =  S •

L ’integrale che appare nel prim o m em bro di questa form ula è divergente 
nel senso usuale, m a la form ula è valida nel senso delle distribuzioni.

L a (3,2) può scriversi nella forma

A

lim  A  / L /2  s(n~m  I r (”- 2>/2 oist ) d / = s -A —>00 (2 i l )  J
0

ovvero

(3,3) lim „ A”/2 / B~2)/2 L/2 (A/) =  § .

Il nucleo singolare nel primo membro della (3,3) appare nella teoria della sommabilità 
sferica dell’integrale di Fourier (cfr. [4], p. 145-197).

4. D arem o una dim ostrazione diretta della form ula (3,3). Denotiam o, 
come di consueto, con L [T] la trasform ata di Laplace della distribuzione T. 
E ben noto che L  [S] =  1

(4 ,0  K (t, A  , «) -  AM/2 U  m  ■

Dal teorem a di unicità per la trasform azione di Laplace distribuzionale, 
consegue che la (3,3) è equivalente a quest’altra:

(4,2) lim L [K(V,  A , n)] =  1 .
A -4-00
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D alla form ula ben nota (cfr. [5], p. 182, formula 9, ove la P M,V sono le 
funzioni di Legendre di prim a specie):

I t ß Jv (at) e pt d t — r((x  +  v +  1)

0

valida per

(.P2 +  #2)
+  i (p2 +  a2)1/2 -)■

Re ( [i +  v) >  —  i e Re p  >  | Im  a | ,

otteniam o

00

/ Jnn {At) é-** d / =  F in )-------------~  1 - \  ,
J J , K J K ' {f + A Y 4 l ( /  +  A2)1/2 /

valida per A  >  o , Re p  >  o , n >  ■— 1.
Si vede senza difficoltà che questa formula può anche scriversi

2«/*r ( A ± l )
(4,3) e - » K ( t , A , n ) d t = --------A ,.  7 P,_________________________ */2 l P \

ri1/ 2 ‘ ( /  + a 2) ^ 4 ’ (w“ 2)/2 v ( ^ 2 + a 2) 1/2 / *

D a questa otteniam o, per A -> o o ,

2«/2 p
(4,4) lim I é? pt K (/, A  , n) dt  ■

A —>00
0

/ » +  I \
\ 2 / p —W2

n l/a P Ä ( o ) .

È ben noto che (cfr. [5], p. 145, form ula (20) o [6], p. 232):

2* n- 1'2 cos [E  a* + v)] r (A + A + - J)
P v  ( o ) = -

r ( A  + A _ J i )
\ 2 2 2 /

Per pL = -----— , V =  —----  , otteniam o^ 2 ’ 2 ’

lim — r ( —
x —>0 2

(—ì n lim -
\ 2 /  x —>0

Tlx

P («—2)/2 (O ) =  '

i d
2

n 1/2 2*/a r

ossia, in definitiva,

(4 ,5) P ( » - l ) / 2  (O )
II1/2

2»/2 r (̂ -— )

23. — RENDICONTI 1974, Vol. LVII, fase. 5.
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Dalle (4,4), (4,5) consegue
00f*

(3>3) Hm I e~pt K (/ , A , n) dt =  1 ;
A— J 

0

e ciò dim ostra la (4,2), eppertanto  anche la (3,3).
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