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Algebra. — Su  una generalizzazione del concetto di quasi—corpo 
associativo. Nota di Dom enico Lenzi e Liana Guercia, presen ta ta(,) 
d a l S ocio  B. Segre.

Summary. — In this work we develop some ideas about a generalization of the concept 
of associative near-field (“ associative quasicorpus ” , see [4], 382 (A6) and 392 (A8)), and 
show that such a structure cannot be /-singular (see [2], def. 1, p. 244).

Si ricordi (cfr. [1], p. 1114) che si dice « quasi-anello completo sinistro » 
un  insieme S, dotato di due leggi di composizione interna, ovunque definite, 
chiam ate per convenzione som m a e prodotto (+ ,• ) ,  soddisfacenti alle seguenti 
proprietà: *

a) S è un gruppo rispetto alla somma;
b) il prodotto è associativo;
c) il prodotto è distributivo a sinistra rispetto alla somma.

In m odo analogo si definiscono i « quasi-anelli completi destri ». U n 
« quasi-anello completo destro e sinistro » è detto « bilatero ». I quasi anelli 
vengono anche detti « stems ».

In uno stem sinistro valgono le seguenti proprietà. Com unque si scelgano 
x  , y  in S ed un intero relativo n, risulta:

1) x  • o =  o,
2) *  • (—  y)  =  — (x.  y),
3) x  • (n • y) =  n • (x • y).

U na parte  non vuota A  di uno stem sinistro S ( + ,  •) è detta « sottostem 
sinistro » di S se le operazioni di S inducono su A  una s tru ttu ra  di stem 
sinistro.

Definizione i. U no stem sinistro S ( + , * )  lo direm o «quasi-corpo 
associativo sinistro generalizzato» (in breve «quasi corpo a.s.g. ») se S (•) 
induce su S —  {0} una stru ttu ra  di gruppo.

N . B . D al Teorem a 3 di [3] si ricava facilmente che nel caso finito, 
con I S I >  3; la nozione di cui sopra equivale a quella di quasi-corpo asso
ciativo sinistro.

Osservazione i. Si noti che l’unità u  del gruppo S —  ( o } ( - )  non è 
necessariam ente una unità per lo stem S ( + , - )  in quanto non si può affer
m are, in generale, che o-u =  o. Infatti, se si considera il quasi-corpo a.s.g. 
S ( + , * ) ,  ottenuto dal gruppo S ( + ) ,  costituito da due elementi o ed u, 
ponendo x -y  =  y  dati com unque x  , y  in S, si ha o-u  =  u.

(*) Nella seduta del 14 novembre 1974.
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Si prova facilm ente che il quasi-corpo succitato, che viene detto quasi- 
corpo banale, è run ico  quasi-corpo a.s.g. dotato di assorbenti destri (D diversi 
da zero. D a ciò segue subito che in un quasi-corpo a.s.g. non banale S ( + ,  •) 
si ha o - x =  o per ogni x, infatti o - x  è chiaram ente un assorbente destro, 
onde o- x  ~  o.

E anche agevole provare che uno stem sinistro S, dotato di unità p a r
ziale sinistra u  rispetto ad S —  {o}, è un quasi-corpo a.s.g. se ogni elemento x  
di S —  {0} am m ette un inverso sinistro in S —-{o}.

TEOREMA i. Uno stem sinistro S, con |S | > 2 ,  dotato di unità parziale 
destra u rispetto ad  S —  {o}, è un quasi-corpo a.s.g. se ogni elemento x  in 
S —  {0} ammette almeno un inverso destro in  S —  {o}.

Dimostrazione. L ’asserto è ovvio se lo stem ha due soli elementi. Si 
supponga allora S costituito da più di due elementi. In  tal caso, l’unità u 
non è un assorbente destro; infatti, se u fosse assorbente destro, preso in S 
un elemento *  diverso da zero, si avrebbe 'x =  x -u  =  «, il che è assurdo. 
Inoltre, S —  {0} è stabile rispetto al prodotto; infatti, se esistessero a , <£, in 
S {0} tali che a 'b  =  o, si avrebbe, con ovvio significato dei simboli,

u =  a • b • b' • a =  o • (b' • a )  =  o • (a • b) • (6r • a)  =  o • u ,

onde u  verrebbe ad essere un assorbente destro, contro quanto detto. Per 
note caratterizzazioni dei gruppi, il teorem a risu lta dim ostrato.

T eorema 2. Un quasi-corpo a.s.g. S (+,*) è un corpo se esistono a , b 
in S tali che, comunque si considerino x  , y  , z in S, risulti

{ x Jr y ) - z ~ a ‘ X ' Z - \ ~ b - y - z .

Dimostrazione. Si osserva intanto che S ( + ,  •) è unitario, quindi il q uasi- 
corpo S ( + , - )  è non banale; scelti infatti, x = y  =  o e z =  u  (l’unità di 
S —  {0} (•)) si ha:

0 V u ~  (p H~ o) * u  =  (p * o) * ^  +  (Jb • o) • u ~  o • u  +  o • u , da cui o • u =  o.

Ponendo x  — z ~  u eâ y  =  o si ha:

u =  (u +  o) • u  = ' (a • u) • u +  (b • o) • u  =  a .

A nalogam ente si prova che b =  u. A llora S ( + , * )  risulta essere uno stem 
bilatero ed unitario, cioè un anello (cfr. [1], p. 1127), donde la tesi.

OSSERVAZIONE 2. U n  quasi corpo a.s.g. S ( + ,  •) è ovviam ente privo 
di divisori dello zero sia a sinistra che a destra non nulli, dal m om ento che 1

(1) Un elemento.k di uno stem sinistro S dicesi un assorbente destro se, per ogni a in S, 
si ha: ak =  k. È immediato verificare che un elemento a di uno stem sinistro è un assor
bente destro se, e soltanto se, o • a = a.
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S —  {0} è stabile rispetto  al prodotto. Inoltre, se S ( + ,  •) è non banale, si 
ha o * x  =  0 per ogni ^  in S (onde zero è un divisore sinistro di se stesso); se 
invece S ( + , ♦ )  è banale, si ha o • x  =  x  per ogni ^  di S.

D a ciò si ha im m ediatam ente che ogni quasi-corpo a.s.g. S ( + , * )  è 
«fortemente monogeno » («strongly uniform  » vedi [5], p. 270) <2>, anzi, per 
ogni a in S, l’endomorfismo relativo al gruppo additivo S ( + )

O a : x  a - x

è un autom orfism o del gruppo additivo S (+ ) ,  oppure è Pendomorfismo nullo 
(verificandosi questa seconda alternativa solo quando a =  o ed S ( + , - )  è 
non banale); inoltre l’applicazione avente come insieme di definizione S —  {0} 
e data  da a è chiaram ente un isomorfismo del gruppo m oltiplicativo
S —  ( o } ( - )  sul gruppo costituito dagli automorfismi suddetti.

TEOREMA 3. Sta  S ( + , • )  un quasi—corpo a.s.g. non banale. Ogni 
® a : x  a * x  diversa d a iï automorfismo identico e dall' endomorfismo nullo è
priva d i coincidenze non banali (cioè non esiste x  o tale che a • x  =  x).

Dimostrazione, In fa tti se S ( + , * )  è un quasi-corpo a.s.g. non banale 
e è diversa dall’endomorfismo nullo allora è a=j= o; per cui, se a-x =  x  
con x  o, si ha im m ediatam ente che a =  u.

Osservazione 3. D ato un qualsiasi stem sinistro S ( + , * )  con unità u, 
in particolare un qualsiasi quasi-corpo a.s.g. non banale, si consideri l ’appli
c a z io n e / dell’anello Z degli interi in S che, ad ogni intero relativo m ì associa 
l’elemento m -u  in S. È im m ediato verificare che / è  un omomorfismo e che 
U = / ( Z )  è un sottostem  di S; anzi / (Z) risulta essere un anello in quanto 
isomorfo all’anello Z /K ery. Come per il caso degli anelli, to rna naturale  chia- 
m are /  (Z) « i l  sottoanello fondamentale » di S (+, - ) •

Si può inoltre dim ostrare agevolm ente che, come per il caso dei corpi, 
dato un quasi-corpo a.s.g. non banale S ( T v )  l’insieme costituito dai pro
dotti del tipo (m  • u) • (n , u f i1 (con m  , n e Z , n-u =)= o ed u unità per S ( + ,  •)) 
è un campo isomorfo al campo dei razionali oppure al campo Zj(q) ( + , . ) ,  
con q opportuno num ero prim o di Z ( T , 0 -

T eorema 4. Non esistono quasi-corpi a.s.g. p-singolari <3K
Dimostrazione. Sia S(T, *) un quasi-corpo a.s.g. /-s in g o la re . D alla 

definizione discende che l’ordine di S è diverso da due; di conseguenza, S (T, •) 
è un quasi-corpo a.s.g. non banale. Allora, per il Teorem a 3, ogni ®a (con 
a E S) d iversa dall’endomorfismo nullo e dall’identità è priva di coincidenze 
non banali; ne consegue, in virtù del Teorem a 16 di [2], che l’ordine  ̂ di S 
è una potenza in tera p n (con n >  1).

(2) Ovvero ha almeno un elemento che non divide lo zero a sinistra (cioè è monogeno) 
e per ogni x  di (S che divide lo zero a sinistra si ha x  • S =  o (vedi [2], p. 245).

(3) A. Ferrerò chiama /-singolare uno stem sinistro finito, avente per ordine un mul
tiplo proprio di p,  che non ammette sottostems propri il cui ordine sia un multiplo di p  
(cfr. [2], Definizione 1, p. 244).
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Si consideri ora il sottoanello fondam entale U  di S ( + ,  •) che, per 
l’Osservazione 3, risu lta avere per ordine un num ero primo.

Per il teorem a di Lagrange, U  ha per ordine un divisore di .s*, pertanto 
U  ha un ordine /  ed è un sottostem  proprio di S ( + , • ) ,  il che è contro 
l’ipotesi che S sia un quasi-corpo a.s.g. /-s in g o la re .

TEOREMA 5 . Ogni stem sinistro p-singolare non può avere unità (bila- 
ter a:) rispetto al prodotto.

Dimostrazione. Sia per assurdo S ( + , • )  ' uno stem sinistro /-s in g o la re  
avente un ità u. A llora ogni elemento x  e S —  {0} non è divisore a sinistra 
dello zero; infatti x*u =  x, per cui l’endomorfismo <î)x : y  -> x -y  relativo 
ad S ( + )  determ inato da x  non può essere l’endomorfismo nullo <4h Ne con
segue che S (•) induce su S —  {0} una s tru ttu ra  di sem igruppo unitario, con 
elementi semplificabili a sinistra. Essendo inoltre S finito, si ha im m ediata
m ente che tali elementi sono invertibili a destra; pertanto  S (  +  ,-) è un 
quasi-corpo associativo sinistro generalizzato, d ’onde la tesi, per il teorem a 
precedente.

Si può ora stabilire il seguente:

TEOREMA 6. Ogni stem sinistro (destro) p-singolare è privo d i elementi 
semplificabili a destra («a sinistra).

Dimostrazione. Sia per assurdo S ( + , - )  uno stem /-s in g o la re  sinistro 
avente un elemento a semplificabile a destra. Allora, essendo o-a =  o (cfr. [2], 
teor. 9, pag. 247), si ha che per ogni x  e S —  {0} risulta x-a=j=o; pertanto, 
essendo S ( + , - )  fortem ente monogeno, x  non è un divisore sinistro dello 
zero ed è quindi semplificabile a sinistra <5 6>. In  particolare a, chiaram ente 
diverso da zero, risu lta essere semplificabile sia a sinistra che a destra, per 
cui esiste un  opportuno intero positivo n tale che an =  u è unità bilatera 
per S ( + , * ) (6b D al teorem a precedente si ottiene im m ediatam ente la tesi.

f Si può concludere col seguente teorema, da cui discende che uno stem 
/-s in g o la re  deve godere solo della proprietà d istribu tiva a sinistra oppure 
solo della proprietà d istribu tiva a destra.

TEOREMA 7. Non esistono stems bilaterali / —singolari <7h

Dimostrazione. Sia per assurdo S (  +  ,*) uno stem bilatero /-s in g o la re . 
A llora S ( + ,  •) possiede sia una unità sinistra (ved. [2], Oss. 3, p. 245) che 
una unità destra, cioè S ( + , • )  ha una unità bilatera, il che è assurdo per il 
Teorem a 5.

(4) Si rammenti che S ( +  ,•) è fortemente monogeno.
(5) Si tenga presente che da xy =  xz discende che xy T  [— (xz)] = xy -j- x  {— z) — 

— x (y — z) =  o.
(6) Ciò è conseguenza immediata del fatto che S ha ordine finito.
(7) Il che si può anche dedurre sia dal Teorema io (p. 1123) che dal Coroll. 14 (p. 1129), 

di [i].
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