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SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Un problema ai limiti per sistemi di equazioni
iperboliche quasi lineari nella forma canomica di Schauder. Nota ®
di LamBERTO CESARI, presentata dal Socio M. Piconk.

SUMMARY. — The author considers the Schauder canonic form for quasilinear hyperbolic
systems with »— 1 independent variables x, y1,- - -, ¥,, withz unknown functions 21,- - -, 2m,
measurable coefficients and Lipschitzian data. Either the values of the unknowns are assigned
on possibly distinct hyperplanes x = 2;,0 < @; < g, or certain linear combinations of the
unknowns are acsigned on the same hyperplanes. The author states a theorem concerning
the existence and uniqueness of the solutions, and their continuous dependence on the data.

1. SISTEMI DI SCHAUDER E PROBLEMI AI LIMITI

In una Nota precedente noi prendemmo in considerazione sistemi iper-
bolici quasi lineari della forma canonica di Courant e Lax

(I) az,-/ax +k21 Pir (x » Vo .Z) 93;'/93’/& =fi (x ) J’,3> ) <x ) y) € D)

=1, -,m,
dove x,y = (¥1,-+,%,) sono le » 4+ 1 variabili indipendenti, » > 1, dove
z=z(x,y)=(z,"*",2,), (x,y) €D, sono le 7 funzioni incognite, e p;, f;

sono funzioni date definite in D X Q. Nella presente Nota noi consideriamo la
forma canonica pit generale di Schauder

(2> _;;1 Az’j (x’ y’z> [azj/ax +k=21 Pz (x Y ’Z> azj/aj/b] =fz' (x Y )3)y

(x,9)€eD, » i=1,---,m,

(*) Pervenuta all’Accademia il ¢ settembre 1974.
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dove p;;, f; sono come sopra, e A;;(x, ¥, 2) sono note funzioni limitate a defi-
nite in D X Q con det [A;] = > 0, i una costante. Quando [A; (x, ¥, 2)] = [8;],
la matrice identica, 3;;=1,8;;=o0 per i==7, ¢,7=1,---,m, il sistema (2)
si riduce al sistema (I).

Noi prendiamo per D una regione illimitata, precisamente una lastra
sottile D=1, X E", I, =[x |0 < x < 4], e Q semplicemente denota un dato
intervallo [— Q, Q]” CE”. Invece del problema di Cauchy usuale (coi dati
sull'iperpiano x = 0), noi consideriamo qui, come nella Nota precedente,
problemi ai limiti pili generali coi dati su » iperpiani possibilmente distinti
rxr=@a;,0< e, <@ t=1, --,m.

I. Siano assegnati 7 numeri @¢;,0<a;, < a, £=1,---,m, ed m funzioni
b;(»),y€E, i=1,---,m, e sia proposto il problema di determinare una
soluzione z (x,¥) = (21, -+, 8,), (x,y) € I, X E’, del sistema (2) tale che
(3) zz’(ai’y>=q)i(y> ’ :VGE?, i=1, -, m.
Se a;,=o0, i =1,---,m, questo problema si riduce al problema di Cauchy.

Noi consideriamo anche il problema alquanto pilt generale seguente:

II. Siano assegnati » numeri @;,0< a; <@, 1=1, --,m, ed w2+ m
funzioni ¢;; (¥),4; (), vy€E, ¢,7=1,---,m, e sia proposto il problema
di determinare una soluzione 2z (x,¥) = (21, ", 2,),(x,y) €, X E", del

sistema (2) tale che

(4) éﬂij(y)zj(“i,y)=%(y) , yeE, P=1,,m.

In altre parole, noi richiediamo che » combinazioni lineari distinte delle
z; abbiano valori assegnati su » dati iperpiani x = a;. Questo problema (II)
si riduce al problema (I) quando [¢;; ()] & la matrice identica le;;] = [3.5]-

Problemi per sistemi iperbolici con condizioni ai limiti (IT) possono essere
non «ben posti» come & stato mostrato con esempi. Tuttavia noi abbiamo potuto
dimostrare un teorema di esistenza, di unicita, e di dipendenza continua dai
dati per sistemi di Schauder (2) in cui entrambe le matrici [A,; (x, ¥, 2)]
e [¢;; (#)] hanno «diagonale principale dominante » nel senso che verra indi-
cato piu sotto.

Poniamo ¢,;; () = 8;;, + ¢, (), ¢, 7=1,---,m, e sia

m
s) o= Max Sup 3|2, (5)|,
i=1,...,m yeE” /=1 ‘

cosi che 65> 0, 6, = 0 quando [¢;;] & la matrice identica, e o, & tanto pil
piccolo quanto pili la matrice [¢;; (¥)] & vicina alla matrice identica.

Per quanto riguarda la matrice [A;; (x, ¥, 2)] indichiamo con «,; (¥, ¥, 5)
il complemento algebrico di A,; diviso per det [A;;], ciog, a;; = (A™Y);, e
poniamo

Ajix,y,2)=8;+A,(x,y,2) , wj(x,y,8)=28;+&;x,y,2).
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Siano ora

o, = Max Sup 2|Aﬂ,(x:y:3)|:

i=1l,.--,m (x,9,2)eDxQ A=1

DM

6) oy = Max Sup

i=1,---,m (x,7,2)eDxQ h=1

l&hi(x’y;.Z)[,

Cg = Max Sup Zkzll&n‘(x)yrz)llelt<x!y’z>l’

i=1,---,m (%,7,5)eDxQ s=1
e poniamo anche
(7) G=Gl+62+0'3.

Pertanto, 6 >0, ¢ = 0 quando [A;;] & la matrice identica, e ¢ & tanto pitt
piccolo quanto piir la matrice [A,;(x, ¥, )] & vicina alla matrice identica.

Nel teorema di esistenza, unicitd, e dipendenza continua che enunciamo,
noi richiederemo che

) 6 + oy + 6oy < I.

Con queste notazioni, se [A;;] ¢ la matrice identica (sistema (1)), allora ¢ = o,
e quanto chiediamo & che 6,< 1. Questo ¢ il risultato della nota precedente.
Se invece [¢;;] € la matrice identica (problema ai limiti (), allora o, = o,
e quanto chiediamo & che ¢ < I.

2. ENUNCIATO DEL TEOREMA DI ESISTENZA

Siano @, > 0, Q > o costanti date, e indichiamo con I, , Q gli intervalli
L,=[x|o<x<gq]CE, ¢ Q=[—Q, Q" CE"

IL TEOREMA DI ESISTENZA. Szano A (x,y,2),7,j=1,---,m, date
Sunzioni continue in 1, XE X Q con det [A;;]]> >0, u una costante, ed esi-
- stano costanti H,C >0 ¢ una funsione m(x)>0,0<x<a,,mel, [o, ],
tali che per tutti gli (x,y,2),(x,7,8),®,y,2) €L, XEXQ ¢ tutti glz
t, ] =1,---,m, si abbia ‘

IA,j(x,,j/,.Z)] SH’

A (x,y,8) —Ay(x, 7,8 <Clly —7| + s —3]],

x

A, 7,9 — Ay, 5,9 <| [ ) da

Se o;;(x,y,8) denota il complemento algebrico di Ay; mella matrice [A]
diviso per det [A,}], cioé a;; = (A™Y);, allora certamente esistono costants
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H',C'> 0 ¢ una funzione ' (x)>0,0<x<a,,m €L [0,a,, tali che,
come sopra,

|o{'t’]'<x’y)2>| SHIJ
loij (x,y,8) —oy(x,5,8)| <C'[ly—7F| + |z —2]],

z

logj (x,y,8)—a,;(X,y,2)| < } J'ﬂ"ﬁ' (o) do

x

Stano ¢;;(x,v,2), fi(x,v,8), é=1,---,m,b=1,---,7, date funzioni
definite in 1, X B X Q, misurabili in x per ogni (v,z), continue in (y,z) per
ogni x, ed esistano funzioni non megative m(x),/(x),n(x),l(x),0<x < a,,
m,l,n,ly€Li[0,a), tali che, per tutti gli (x,y,2),(x,7,2) € I, xXE'XQ,
i=1, - m, k=1, --,7, si abbia

le(x;y,z)lSm(x) ’ Ift'(xry:zﬂgn(x)’
lek’\x,J/yg)"‘sz(x:y,5>l Sl(x) [ly—y] + lg—él]’
I fix,y,8)—Ffi(x,7,8)| <4 @) [ly—7F|+ |z —2]].

Stano Y; (¥),¢c;; (¥),vy€E, i,j=1, -, m, date funzioni limitate ¢ con-
tinue in B, ed esistano costanti wy, Ty, Ny, 79,0 < 0y < Q, Ay, 19> 0,
tali che, per tutti gli y ,y€E e i =1, ---,m, si abbia

b (D) <y 60 —b D<A ly—7],

lecy DI <Ty Z‘ le () — ci; (D < 7 ly — 7).
]=

Usando le notazioni (5), (6), (7) (con a= ay) assumiamo anche che
6 +i0y F00y<1, cosi che H<1 +o6 , H<14+06,[( <1+ o0

Allora, per a,wy,~,,C,C" sufficentemente piccoli, 0 < a < ay,w,,T,,C,
C'> o0, ¢ per ogni sistema di numeri a;,0<a;<a, i=1, -+, m, esi-
stono una costante Q > o, una funzione ¥ (x)>o0,0<x<a,y€L,[o,a],
e funzioni z2(x,y)= (21, ", 2,),(x,y) € ,XE, continue in 1,X E’, che
soddisfano (4) dappertutto in ¥, che soddisfano (2) q.d. in 1,XE’, e tali che,
per tutti glt (x, %), (x,5), &, )€ ,XE, i=1, -, m, risult:

|z,(x,y)|g§2 ’ ]zi(x,y)—-z,-(x,f/)lSQIJ’-—-—?I,

|z,~<x,y>—z,~<o—c,y>|s‘fx@da

La funzione vettore 2z(x, y) ¢ wunica e dipende con continuith da
Y (y) =Wy, -, ¥,) per z. e ¢ in classi che sono descritte dettagliatamente
in [2] con dimostrazioni complete. Anche diamo in [2] stime, che possono
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essere calcolate, dei numeri @, ®,,C,C’, 1), che dipendono solo dalle
costanti Q, Ay, c,0,, e dalle funzioni s ,% ', m ,%,/,/;, ma non dai
numeri @; ,0< a, < a, t=1,---,m. '

Per le applicazioni ¢ importante rilevare che se tutti i dati A;; (x,y, 2),
e, v,2), filx,v,2),%: (), ¢;; () sono funzioni periodiche in ciascuna

variabile ¥, di un dato periodo T,,s =1 ,-:-,7, allora la soluzione 2 (x, ¥),
di cui si mostra l'esistenza e l'unicita, ¢ anche periodica in ciascuna variabile
¥, dello stesso periodo T,,s=1,--+,7
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