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DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 14 novembre 1974 
Presiede i l  Presidente della Classe B e n ia m in o  S e g r e

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. —  Un problema ai lim iti per sistemi di equazioni 
iperboliche quasi lineari nella form a canonica di Schauder. Nota (*} 
di L a m b e r t o  C e s a r i , presentata dal Socio M. P i c o n e .

S u m m a r y .  — The author considers the Schauder canonic form for quasilinear hyperbolic 
systems with r — I independent variables x , y \ , • • •, y r, with m  unknown functions z\ ,• • •, zm> 
measurable coefficients and Lipschitzian data. Either the values of the unknowns are assigned 
on possibly distinct hyperplanes x  =  at- , o < a; < a, or certain linear combinations of the 
unknowns are assigned on the same hyperplanes. The author states a theorem concerning 
the existence and uniqueness of the solutions, and their continuous dependence on the data.

I. S is t e m i  d i  S c h a u d e r  e  p r o b l e m i a i  l i m i t i

In una Nota precedente noi prendemmo in considerazione sistemi iper­
bolici quasi lineari della forma canonica di Courant e Lax

r
(1) dzjdx  +  2  ?a (x , y , z )  dz jdyk = / , •  (x , y , z ) , (x , y )  e D ,

k = \
i  =  I , • • •, w ,

dove x  , y  =  ( yx , • • - , y r) sono le r  +  i variabili indipendenti, r  >  i, dove 
z  =  z  ( x , y)  =  (#!,••■•, z m) , (x , y )  e D, sono le m funzioni incognite, e , /,• 
sono funzioni date definite in D x f ì .  Nella presente Nota noi consideriamo la 
forma canonica più generale di Schauder 2

(2) 2  A <V (x  > y  . z ) ! tej f ix +  2  Pu (x , y  , z )  d z p y A  = f { (x , y  , 3) ,
j= 1 L fe i J

(x , y )  e D  , i  =  i - , m,

(*) Pervenuta all’Accademia il 9 settembre 1974.
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dove pik , f i  sono come sopra, e A,-y (x , y , z) sono note funzioni limitate a defi­
nite i n D x ü  con det [A7] ;> fji >  o , fi. una costante. Quando [A7 
la matrice identica, — 1 , 8,7 — o per i =j=/,- z ,y  =  1 , • • •, m, il sistema (2) 
si riduce al sistema (1).

Noi prendiamo per D una regione illimitata, precisamente una lastra 
sottile D =  Ia X Er, Ia =  [x I o <  x  <  o], e O semplicemente denota un dato 
intervallo [— Q , Ü ]WC E W Invece del problema di Cauchy usuale (coi dati 
sull’iperpiano x  =  o), noi consideriamo qui, come nella Nota precedente, 
problemi ai limiti più generali coi dati su m  iperpiani possibilmente distinti 
x  =  ai , o <  ai <  a, i  =  1 , • • •, m.

I. Siano assegnati m  numeri a{ , o <  <  a, i  — 1 , • • •, m,  ed m  funzioni
^  {y) , y  e Er, i  — I , • • • i m i e sia proposto il problema di determinare una 
soluzione z  (x , y)  =  (zx , • • •, z m) , (x , y)  e l a X Er, del sistema (2) tale che

(3) Zi («,• , >0 =  & O) , y  e Er, =  i , • • •, m.

Se a,i =  o, i  =  1 ,• • • , m,  questo problema si riduce al problema di Cauchy. 
Noi consideriamo anche il problema alquanto più generale seguente:

II. Siano assegnati m  numeri , o <  a{ <  a, i  =  1 , - • • , m,  ed m 2 +  m 
funzioni (y)  , (jy) > y  e Er, ï  , j  =  1 , • • • ì m ì e sia proposto il problema 
di determinare una soluzione z  (x , y)  — (z± , • • •, sw) , (# , y)  e l a x  Er, del 
sistema (2) tale che

m

(4) 2  *.•> O) zi  (ai > y) =  ^i(y) '  » y e E". « =  1 ,. •., m .
1

In altre parole, noi richiediamo che m  combinazioni lineari distinte delle 
Zj abbiano valori assegnati su m  dati iperpiani #  =  <27. Questo problema (II) 
si riduce al problema (I) quando [V,y (y)] è la matrice identica [^7] =  [8*7].

Problemi per sistemi iperbolici con condizioni ai limiti (II) possono essere 
non «ben posti» come è stato mostrato con esempi. Tuttavia noi abbiamo potuto 
dimostrare un teorema di esistenza, di unicità, e di dipendenza continua dai 
dati per sistemi di Schauder (2) in cui entrambe le matrici [A,y (x , y  , z)] 
e \fij O')] hanno « diagonale principale dominante » nel senso che verrà indi­
cato più sotto.

Poniamo ciy (y)  =  8,y +  c{j (y) , i  , j  =  i , • • •, m,  e sia
m

(5) <r0 =  Max Sup 2 . 1 Cij (y) I ,
i —1,  • "  , m y  e Er

così che a0 Ù> o , cj0 =  o quando \_Cij\ è la matrice identica, e cr0 è tanto più 
piccolo quanto più la matrice [^7 (y)] è vicina alla matrice identica.

Per quanto riguarda la matrice [A,y (x , y , z)] indichiamo con a,y (x , y , z) 
il complemento algebrico di A,7 diviso per det [A,y], cioè, a,y =  (A-1^ -, e 
poniamo

■̂tj (a y y  ì &) “f" A/y {x , y  , z) : , &ij (x , y  , z) =  8ty -J- OCty {x . y  , z).
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Siano ora

=  M ax SuP ï  I A *  (* , y , *) 1,
(^j,2)eDxQ Æ=1

(6) <j2 =  M ax Sup 2  I“«  (* , y  , #) I.
( x , y , z ) e  D xQ  ^= 1

c , =  M ax Sup S  S  !« « • (* ,:V ,*)| |A r t ( * ,^ ,x ) | ,
z = l , • • • , » »  ( x , j p , 0 ) e D x Q  j = 1  A = 1

e poniamo anche

(7) <7 =  Cl +  <T2 +  CT3 .

Pertanto, <s >  o , a =  o quando [A,-y] è la matrice identica, e a è tanto più 
piccolo quanto più la matrice [A,v ( x , y ,  z)] è vicina alla matrice identica.

Nel teorema di esistenza, unicità, e dipendenza continua che enunciamo, 
noi richiederemo che

(8) (T +  <70 +  CTCT„ <  I .

Con queste notazioni, se [A,-y] è la matrice identica (sistema (i)), allora or =  o, 
e quanto chiediamo è che <r0 <  i . Questo è il risultato della nota precedente. 
Se invece [zyy] è la matrice identica (problema ai limiti (I)), allora a0 =  o, 
e quanto chiediamo è che a <  I.

2. E n u n c ia t o  d e l  t e o r e m a  d i  e s is t e n z a

Siano a0 >  o , £2 >  o costanti date, e indichiamo con l ao, Q gli intervalli 
U  =  [x I o < iX <  a0] c  E1, e Q =  [—  Q , D.]m C E”.

IL t e o r e m a  DI e s is t e n z a . Siano A  i j ( x , y t g), i  , j  =  i , • . ., m, date 
funzioni continue in Ia„ x E 'x Q  con det [A,-y] >  y. >  o, y. una costante, ed esi­
stano costanti H , C >  o e urta funzione m (x) >  o , o < x  <  a0 , m e Lx [ o , a0], 
tali che per tutti g li (x , y  , z) , (x  , ÿ  , z) , (x , y  , z) e I„o X Er X Q e tu tti g li  
i  , j  =  i , • • •, m , si abbia

IAf-y ( x . , y , z ) \  <  H,

I (# > y  > (# , y  , z) | <  C [ | y  —  y  | -f- | z  —  z  | ] ,

IA ij (% j y  ? %) A  i y (x y y  , .s') I w (a) da .
X

Se a,-y (x , y  , z )  denota i l  complemento algebrico d i A,-y ««//a matrice [A,y] 
diviso per det [A,y], cioè a,-y =  (A-1)y,-, allora certamente esistono costanti
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H', C' >  o e una funzione m (x) >  o , o <  x  <  a0 , m e Lx [o , a0], ta li che, 
come sopra,

\u.ij (x , y  , z) \ <  H',

I 7 (x , y  , z) —  a,7 (* , j  , z) | <  C' [ \ y — ÿ \  - f  \z —  z\],
X

I a*y (x , y  , s )  —  x,y(x , y  , z) \  <  J j  m'  (a) da .
X

Siano Pij (x , y  , z) , f i  (x , y  , z), i =  i , • • •, m  , k =  i , • • •, r, dfote funzioni 
definite in l ao X Er X Û, misurabili in x  per ogni ( y f z), continue in ( y , z) per  
ogni x y ed esistano funzioni non negative m (x) , /  (x) , ^ (at) , /x (x) , o <  x <  a0, 
m  , /  , n , /x e Lx [o , <30], zta/z g li  (x , y  , z) , (x , j7 , z) e Ißox E rx D ,
2 =  i , - , -m , k =  i , • • •, r, abbia

| P^C^, y  , *)| <  *»(*) , | / , • ( * ,  J , ^ ) |  < n ( x ) ,

\Pik{x , y  , z ) ~ ~ p a (x , y  , z ) \  <  l  (x) [ \ y — ÿ  | +  |s — *|],

\ f i ( x  , y  , z ) ~ f i ( x  , ÿ  , z )  \ < /x c )̂ [ \ y — ÿ I +  I* —  *|]-

Siano (y) , ĉ j (y) , _y e Er, i , j  =  i , • • •, m, date funzioni limitate e con­
tinue in JLr, ed esistano costanti co0 , T0 , A0 , t 0 , o <  co0 <  D , A0 , t 0 >  o, 
tali che, per tu tti g li  y  , ÿ  6 Er e i =  i , • • - , m, si abbia

I<k-O')I <  w0 , Ik  O') — kOOl <  A0 o — ÿ \,
m

I C i j  O') I <  f o  , g  I C i j  O') — 09  I <  T0 \y — ÿ  I.

Usando le notazioni (5), (6), (7) (con a — a0) assumiamo anche che
ex ~f~iOTq —}— cxex0 <C I, cost che H I ex , H 1 ex , Tq fC 1 -j— ex.

Allora, per a , o)0 , t 0 , C , C' suff icentemente piccoli, o <  a <  a0 , co0 , t 0 , C, 
C' >  o, e per ogni sistema d i numeri a{ , o <  a{ <  <3, i =  1 ,• • - , w, 
stono una costante Q >  o, zmez funzione
£ funzioni z (x  , y )  — (z± , • • •, , (# , j/) e Ifl X Er, continue in l a X Er,
soddisfano (4) dappertutto in Er, soddisfano (2) q.d. m L X Er, £ ta/z

g li  (x , y ) , (x , ÿ) , (x , y ) £ l aX Er, 2 =  1 , • • •, m, risulti

\ Z i ( x , ÿ ) \ < Q  , \ Z i ( x , y ) ~ z i ( x , y ) \  < Q \ y  —  y \ ,

\*i(x> ÿ ) —  z,-(x , y )  I <

X

j  X (a) da .
X

La funzione vettore z  (x , y)  è unica e dipende con continuità da 
kOO =  ( k  > • • • V +*) per z  e in classi che sono descritte dettagliatamente
in [2] con dimostrazioni complete. Anche diamo in [2] stime, che possono
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essere calcolate, dei numeri a , to0 , C , C', t 0 , che dipendono solo dalle 
costanti O , A0 , cr , a0 , e dalle funzioni m , n i , m  , n , / ,  l±ì ma non dai
numeri , o <  <  a, i =  1 , • • •, m.

Per le applicazioni è importante rilevare che se tutti i dati K {j  ( x , y  , z)y 
9ik (x > y  j 2) > f i  ? y  > z) > Cy) > cij (y)  sono funzioni periodiche in ciascuna
variabile y s di un dato periodo T s , s =  1 , • • •, r, allora la soluzione z (x , y),
di cui si mostra l’esistenza e l ’unicità, è anche periodica in ciascuna variabile 
y s dello stesso periodo T s , =  1 , • • •, r.
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