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Analisi matematica. — Uber die Spur arithmetisch ganzer Differ-
entiale. Nota ® di RoLrF BERNDT, presentata dal Socio B. SEGRE.

R1ASSUNTO. — Nella fondamentale Memoria [1], E. Kéhler ha iniziato lo studio dei dif-
ferenziali integri di un corpo, su cui il presente Autore & ritornato in due recenti lavori. In
questa Nota si mostra I'interezza della traccia di un differenziale integro sia nel senso di Kéhler
che in quello di Néron.

I. An [2] anschliessend seien einige Bezeichnungen und Definitionen
zusammengestellt:

K und Kp seien iiber einem noetherschen regulidren Ring A endlich erzeug-
bare Korper vom Transzendenzgrad » Gber (A) (runde Klammern bezeichnen
Korper—, eckige Ringerzeugung).

Alle im Folgenden auftretenden Ringe werden als Lokalisierungen tiber
A endlich erzeugter Ringe angenommen. Fir einen solchen Unterring C
von K bezeichne Qé/A den Differentialmodul von C iiber A. Im Falle, dass
K der Quotientenkérper von C ist, unter ¢ den Kanonischen Homomorphismus

@: Qi — Qbp ®c K = Qk/a

verstanden, bezeichne

CdC = ¢ (Q¢a) den von allen adb, a , 6 €C in Qk/a erzeugten Untermodul.
Ist Co ein A enthaltender Unterring von C, besteht die exakte Folge (s. etwa
[4] Oy 20.5.7.1)
™ Qb ®c, C > Qea—> Qe = o.
Dann bezeichne C. Q(I;O/A hier v (Q%:.,/A ®c, C), also den von allen adb , a €Cy,
b €Co in Qfa erzeugten C-Untermodul und CdCo = ¢ (C. Q&,n), den von

allen adb, a€C,b€Co in Qkja erzeugten C-Untermodul. Qga, [CAC] sowie
[CdCo] bezeichnen die graduierten dusseren Ringe zu Q¢ a, CdC sowie CdcC,,.

Es sei
Qis= QYN
mit einem freien Modul
ﬁl == Z CU,
=1
und einem Relationenmodul
¢
N = 2 Cw,- .
i=1

(*) Pervenuta all’Accademia il 5 settembre 1974.

12. — RENDICONTI 1974, Vol. LVII, fasc. 3-4.
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Dann ist
n n t
Qkia = X Ku; = EKU,‘/E Kuw; .
i=1 | =1

Die /~te Differente b, (C[A) von C iiber A wird definiert als das von den
Koeffizienten beztiglich U; A--- AU, , der Produkte

wi N Nw,, 1 <j<t¢
erzeugte Ideal in C. Trgr, K =7 bedingt, wenn K tber (A) separabel ist

b,,(%)zo fir A <7

=0 fir 2=7r.
Fuar
W = E“il“'i;, ”2‘1/\ ...... /\ui;,e QKIA

wird gesetzt

I

& =3a,..; U A AU,

,‘1...1';l

und als Differente » (0) | —CA—) von w in C dber A wird der von den Koeffi-
zienten beziiglich U; A --- AU der Produkte

zg'A ugi‘A ...A w .,

In—r

erzeugte C-modul definiert. Wie bekannt, ist b, (C/A) durch C und A

Chtn—r

1 <j<¢

und, wie in [3] gezeigt, ist b (o) | %) durch @, C und A eindeutig bestimmt,
also insbesondere unabhingig von der Auswahl der Erzeugenden des Relatio-
nenmoduls.

Als Differentialintegrititen oder Modul D (K/A) der arithmetisch ganzen
K

und Modul D ( o] A) der modifizierten arithmetisch ganzen Differentiale
werdeh definiert
D(A-)= N [SdS]:{cerK,A}coe[SdS] fiir alle SeV(K)}

SeV (K/A)

D(DlKA)—_—{meQK,A]b(col%)CS fir alle Sev (4],

wobei V (K/A) die Gesamtheit der diskreten Bewertungsringe vom Rang 1 von
K bezeichnet, die nach der anfangs gemachten Voraussetzung Lokalisierungen
tber A endlich erzeugter Ringe sind.

2. Aus den im Folgenden angenommenen Voraussetzungen, K sowie Ko
seien vom Transzendenzgrad » und separabel {iber (A) und K sei separabel
iiber Ko, folgt, dass angenommen werden kann

Id 7
Qiya = 2,‘, Ko #; & -Q}{/A = 21 Kau,
7=1 7=]
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(s. etwa [4] Opy 20.6.3). € Qg/a kann deshalb in der Gestalt
*) 0= Dy s\ A

i<r
angenommen werden. Als Spur Tgx, ® von o wird dann definiert
TK/K., 0 =X (TK/KO a;l...,'h) %u;, VAN Ugy -

Statt Tk, wird im Folgenden einfach T geschrieben.
Te ist Element von Qg,a und unabhingig von der Darstellungsweise

von . Denn sei #j,---, %, eine zweite Basis von Qb A und damit Q}(/A, also
0,
r
— Ql
;= Y b;u; , b;;€Kg,det(b;,)o.
i=1
Dann folgt
’ 7 r
o=2Xa; . ;u N\ N\u,
mit

A
Gy i = Doy TT b5 5.
Z v=1
also wegen der Additivitit von T fir Elemente aus K
To = E‘Ta}l..‘jh ui, N N w5,
J
=2 2 (Taroi) TL biyiy 265 Ao A
J
.
= ZTair“ih s N N\ oy,
Im Folgenden soll nun bewiesen werden:

SATZ 1. Fiir mED(%) ist TweD(%)

K

SATZ 2. Fir meD(DlA) ist TmeD(%).

Dem Beweis werden noch einige Hilfssitze vorangestellt:

3. LEMMA 1. Fs seien
Se ein wollstindiger diskreter Bewertungsring mit Quotientenkior per
24 ESring
* *-
KO == (SO);
KT eine endlich separable Ervweiterung von Kff ,
ST der zur Fortsetzung der Bewertung auf K; gehorige Bewertungsring,
x  ein Element von K.

Dann ist gleichbedeutend
-).6 \
TK‘fIKS xS C Sy und b, (—2’;) cs; -

0
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Beweis. Nach Berger [5], p. 34 ist

Si\ __  (Si
bi(s)=2()
mit der Dedekindschen Differente ©. Fiir diese aber gilt (s. etwa Serre [6],

p. 60)
Tb Ca ist gleichbedeutend mit d C a® (B/A)™

und deswegen auch mit £ (B/A) b C aB;

wobei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper Ko, B der ganze Abschluss
von A in K* und a, b gebrochene Ideale von Ky bzw. K* beziglich A bzw.
B sind. Daraus folgt mit A = a = S5, B =S, und b = xS} die Behauptung
(Sj-e ist der ganze Abschluss von Sy in K; wie etwa aus Hasse [71, p- 76
entnommen werden kann).

4. LEMMA 2. Es seien

K diber Ko endlich und separabel,

So ein diskreter Bewertungsring von Ko,

S; ¢G=1, --,g) alle Bewertungsringe von K, die So dominieren,
x ein Element von K.
Aus
S: .
Si)cs, iy G 1 ...
xbo(SO)C ; fir ¢ I,-+, &
Jfolgt dann

TK/K., x €Sy.

Beweis. Fur x € K gilt (s. etwa [6], p. 41)

z
o\

Tgx,x = %,T(S:/S;) x
7=1

wobei Sy und S die Vervollstindigungen von So¢ wund S; bezeichnen.

Nach [5], p. 33 ist
S; \ . S; *
bO(E;‘)—%(?O)Sf '

Aus

folgt also

P ( S ) Csr.
So
Nach dem Lemma 1 ist das mit

* *
T(S:/Sz) xS; C S()
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gleichbedeutend. Damit ist gezeigt

4
*
TK/Kox == ;T(S;/S;) X € So N Ko = So .

5. Es seien wieder

K iber Ko endlich und separabel,

Ko tiber (A) separabel vom Transzendenzgrad 7,

So diskreter Bewertungsring von Kp,

S diskreter Bewertungsring von K, der So dominiert.

Da S und Sp als diskrete Bewertungsringe Hauptidealringe sind, kann ange-
nommen werden

r+‘t ¢
Qhn= XS UMNo , No=Fo U, So
i=1 i=
Y 7
Qls,= DS VN1, Ni= DB, V,S
7=1 j=1

mit
S () = ITe,s+o

(auf Grund der Endlichkeit und Separabilitit von K iiber Ko) und

*% So\ T

) b (%) = I =S

(s. 1.). Weiter ist der in 1. erklirte S—Modul
r+¢

S-Q} = Y SU,N’
=1

mit No C N’. Nach (*) in 1. ist dann

r+t¢

7
Qdp = Z{SU,- + Eisvj/N
7= J=

r+t
N = N+>.,<BJV+LY,, )

(denn jedes Element von QS/A kann als Summe eines Elements von S. Qéo/A
und eines Vertreters einer Restklasse aus Qgs, geschrieben werden. Alle
in QS/A bestehenden Relationen sind also Folge der fiir die Elemente von S.
Q3. bestehenden sowie der fiir die Vertreter v; von V;+ N’ bestehenden

Relationen B;v; €S. Q§,s). Wenn #%; das Bild von U, + No € Qs bei dem
kanonischen Homomorphismus

1 1 1
®g : Q5,8 = Qsya s, Ko = Qg
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bezeichnet, ist

r
1
QKO/A == 21 Ko u;
=

und wie in 2. bemerkt.

Q%{/A == Zl Ku,- .

6. Beweis von Satz 1. Unter den in 2. genannten und in 5. wiederholten
Voraussetzungen seien S; (7 =1,---,¢) die Bewertungsringe von K, die
einen vorgegebenen Bewertungsring So von Kg dominieren. Die Differential-
moduln von Sp,S, Ko und K werden im folgenden in der in 5. eben be-
schriebenen Form angenommen.

Aus
w = Zail,,..,,-kuil A A #,,€D (%)

i<
folgt fir i =1,---, ¢
o € [S; dS;],
und deshalb nach [1], 361.

S;
odo (£5) C IS, dSoly = S, e, A -+ A 1,

th
also

@i,y Do (—gsoi) CS;.

Das aber besagt nach Lemma 2

Ta;

11,"',’.;‘ € SO
und somit, wie zu zeigen war,

Tow = ZTail""’i}z uil ANRER /\ ui}, € [SO dSO]'

7. Beweis von Satz 2. S sei einer der Bewertungsringe S; (¢ = 1,-- -, g),
von K, die einen vorgegebenen Bewertungsring So von Ky dominieren. Aus

: K

folgt

b(wF)CS.
Wieder s. zugrundelegend, bedeutet das, alle Koeffizienten beziiglich der
Produkte der U;,V; von

(D/\wjl/\“'/\Zth+l y w]EN.
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sind in S. Da wegen NoCN' fiir =1, --,# ;U,,; €N gilt, sind demnach
die Koeffizienten von

o Ny U, g A s AU, A By Vi + zYljUj> N NBLV+ ZYljUj>
in S, also insbesondere der Koeffizient von
U, A AUL AU A AU, AV A AV,

namlich

¢ 1
ail""!’.}; 1—]; aijl;l_; Bje S.

Lemma 2 lisst dann wieder
T (“"1"“”';, IT«;) CSo

schliessen. Da Ila; Element von S, ist und nach (**) in 5. b, (So/A) erzeugt,
gilt sogar

Mo, Tay,,....;,So = b, (:j;g ) Tay,...,;, CSo
und
(Tw |_'j}) CSo.

was zu zeigen war.
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