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Änalisi matematica. — Über die Spur arithmetisch ganzer Differ­
entiale. Nota (*} di R o lf  B e rn d t ,  presentata dal Socio B. S e g re .

RIASSUNTO. — Nella fondamentale Memoria [1], E. Kahler ha iniziato lo studio dei dif­
ferenziali integri di un corpo, su cui il presente Autore è ritornato in due recenti lavori. In 
questa Nota si mostra l’interezza della traccia di un differenziale integro sia nel senso di Kahler 
che in quello di Néron.

I.  A n [2] anschliessend seien einige Bezeichnungen und Definitionen 
zusammengestellt:

K  und  Ko seien über einem noetherschen regulären R ing A  endlich erzeug­
bare K örper vom Transzendenzgrad r  über (A) (runde K lam m ern bezeichnen 
K örper-, eckige Ringerzeugung).

Alle im Folgenden auftretenden Ringe werden als Lokalisierungen über 
A  endlich erzeugter Ringe angenomm en. F ü r einen solchen U nterring  C 
von K  bezeichne Qc/a den D ifferentialm odul von C über A. Im  Falle, dass 
K  der Q uotientenkörper von C ist, un ter 9 den Kanonischen H om om orphism us

9 * £^c/a -> Oc/a ®c R  “  ^k/A
verstanden, bezeichne 

CdC =  9 (Qc/a) den von allen adb, a , b e C in Ok/A erzeugten U nterm odul.

Ist Co ein A  enthaltender U nterring  von C, besteht die exakte Folge (s. etwa 
[4] O iv 20.5.7.1)

(*) ÛCJA ®C0 C Oè/A ̂  o hic. o.

D ann bezeichne C. Qc0/a hier v (Oc0/a ® c0Q ,  also den von allen adb , a e Co , 
b e Co in Oc/a erzeugten C -U nterm odul und  CdCo =  9 (C. Qc0/a), den von 
allen adb, a e C , b e Co in Qk/a erzeugten C -U nterm odul. 0C/A, [CdC] sowie 
[CdCo] bezeichnen die graduierten  äusseren Ringe zu Oc/a, CdC sowie CdC0. 

Es sei

Ü c/a =  O x/N

m it einem freien M odul
n

ü 1 =  21 c u *
/=1

und  einem Relationenm odul
t

N =  '2 -Cwy. 
y - i

(*) Pervenuta all’Accademia il 5 settembre 1974.

12. — RENDICONTI 1974, Vol. LVII, fase. 3-4.
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D ann ist

ûk/A =  £  K Ui =  £  KU J  £  K w j .
i = 1 t=l  I j  = 1

Die Ä-te Differente (C/A) von C über A  wird definiert als das von den 
Koeffizienten bezüglich A • • • A U ^ _ a der Produkte

wh K • • • A wjf i < j  < t

erzeugte Ideal in C. T rg r(A) K =  r  bedingt, wenn K über (A) separabel ist

F ür

wird gesetzt

für h <  r 

für h — r .

co — Yiai r ..ih u i±A ........... A uih e D K/a

V  =  V ^ U , 1A - A U ,

und als Differente D | von <o in  C über A  w ird der von den Koeffi­

zienten bezüglich U ; i A -- -A U ,-i+ji_r der P rodukte

“  A w j. A • • • A wJn_r i < j < t

erzeugte C -m odul definiert. W ie bekannt, ist bA (C/A) durch C und A

und, wie in [3] gezeigt, ist b (co | durch w, C und A  eindeutig bestim m t,

also insbesondere unabhängig  von der Auswahl der Erzeugenden des Relatio- 
nenmoduls.

Als D ifferentialintegritäten oder M odul D (K/A) der arithmetisch ganzen 

und M odul D A y A )  ^er m °difizierten arithmetisch ganzen D ifferentiale 

werdeil definiert

D ( Ä-) = S6V?k/A) [SdSi =  {w 6 Qk/a Iw 6 [SdSi für alle s  e v  (-Ï )  )

D ( t J w )  =  { w  6 ° K'A I b  (® I  x )  C S  für alle S e V ^ ) j ,

wobei. V (K/A) die G esam theit der diskreten Bewertungsringe vom R ang i von 
K  bezeichnet, die nach der anfangs gem achten V oraussetzung Lokalisierungen 
über A  endlich erzeugter Ringe sind.

2. Aus den im Folgenden angenomm enen Voraussetzungen, K  sowie Ko 
seien vom Transzendenzgrad r  und separabel über (A) und K  sei separabel 
über Ko, folgt, dass angenom m en werden kann

^K 0/A =  Ko Ui L---  ̂ ßk/A =  2
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(s. etwa [4] O iv 20.6.3). cogDk/a kann  deshalb in der Gestalt 

(*) «  =  S  « . ì - ì ^ ì j A  • • • t \u ih
i < r

angenom m en werden. Als Spur  TK/k„ co von w wird dann definiert

t k/k0 <0 =  2 (T K/k„ ö,v ••»*) »«1 A • • • A u ih.

S ta tt T k/k, wird im Folgenden einfach T  geschrieben.
Tw ist E lem ent von Ük,/a und unabhängig  von der Darstellungsweise 

von w. D enn sei u\ ,• • • ,u r eine zweite Basis von QJ^/a und dam it also

r

u i =  S  bij u 'j , bij e Ko , det (bij) 4= o.
J= 1

D ann folgt

co —  Y i a , j r . tj h U j x A  * * * A  u j h

m it

ah ' ' 'jh =  2  air • • H  /v ,/ V=1

also wegen der A dditiv itä t von T  für Elem ente aus K 

Tw =  S T ajv ..Jk tiH A • • • A ujk
J

=  ^  - ì f )  X I Uj1 f\ ' ' ' J \  Ujh
j  i v

=  1 A • * • A •i

Im  Folgenden soll nun bewiesen werden:

Satz 1. F ür  w e D m* Tw e D

Satz 2. w e D A/ Tw e D .

Dem  Beweis werden noch einige Hilfssätze vorangestellt:

3. Lemma i. E s seien

50 ein vollständiger diskreter Bewertungsring m it Quotientenkörper
' K j = ( S ^ ,

K* eine endlich separable Erweiterung von Ko ,

51 der zur Fortsetzung der Bewertung auf K* gehörige Bewertungsring, 

x  ein E.lement von K*.

Dann ist gleichbedeutend
m „c*r- c* l  S* \ -̂ c*
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Beweis. N ach Berger [5], p. 34 ist

m it der D edekindschen Differente 3). F ü r diese aber gilt (s. etwa Serre [6], 
p. 60)

wobei A  ein D edekindring m it Q uotientenkörper Ko , B der ganze Abschluss 
von A  in K*, und o , b gebrochene Ideale von Ko bzw. K* bezüglich A  bzw. 
B sind. D araus folgt m it A  =  a =  So , B =  S* und b =  xS* die B ehauptung 
(S* ist der ganze Abschluss von So in K* wie etwa aus Hasse [7], p. 76 
entnom m en werden kann).

4. Lemma 2. E s seien

K über Ko endlich und separabel,
So ein diskreter Bewertungsring von K o ,
S,- (i =  i , • • •, g) alle Bewertungsringe von K, die So dominieren, 
x  ein Element von K.

Tb C et ist gleichbedeutend m it b C a® (B/A) 1 

und deswegen auch m it 3} (B/A) b C ctB;

A u s

folgt dann
T  k/k0 oc e So .

Beweis. F ü r x  e K  gilt (s. etwa [6], p. 41)

T k/k„* =  ^ T (S. /S.} *

wobei So und S* die V ervollständigungen von So und S,- bezeichnen. 
Nach [s], p. 33 ist

Aus

00 b0

folgt also

N ach dem  Lem m a 1 ist das m it
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gleichbedeutend. D am it ist gezeigt

T K/k0* =  É t (S./s.} x  e So O Ko =  So.

5. Es seien wieder

K  über Ko endlich und  separabel,
Ko über (A) separabel vom Transzendenzgrad r f 
So diskreter B ewertungsring von K o ,
S diskreter B ew ertungsring von K, der So dominiert.

D a S und So als diskrete Bewertungsringe H auptidealringe sind, kann  ange­
nom m en werden

m it

o

r + i

ä s j A  =  2  So U,-/No
2 =  1

O k  =  S S  V,/Ni
j  = 1

t

j No oc* So
2=1

> N i ^ S ß y V y S
y=1

TT ßy s  o
y=i

(auf G rund der Endlichkeit und  Separabilität von K über Ko) und

o  br ( - ! - ) =  n « . - s o

(s. i.). W eiter ist der in 1. erklärte S -M odul

S - O s . =  S S U .- /N '
2=1

m it N o C N ' .  Nach (*) in 1. ist dann
r + t  l

Os/A =  S S U » +  S SVy/N
2 = 1  y = 1

m it

N =  N' +  s ( p yVy+ S Y y , U , ) s
y-o \ *•-1 /

(denn jedes Elem ent von Ds/a kann als Summe eines Elem ents von S. Ds0/a 
und eines V ertreters einer Restklasse aus Ds/s0 geschrieben werden. Alle 
in Ds/a bestehenden R elationen sind also Folge der für die Elem ente von S. 
^ s 0/a bestehenden sowie der für die V ertreter Vj von Vy -f- N r bestehenden 
R elationen ßy^y e S. Qs0/a)- W enn % das Bild von U,- +  No e Os0/a bei dem 
kanonischen Hom om orphism us

?o : ^ s0/a f̂ So/A ® s0 Ko =  Ü k0/a
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bezeichnet, ist

und wie in 2. bem erkt.

ßk0/A =  2  Uii=i

nk/A =  2  K
*=l

6. Beweis von Satz I.  U nter den in 2. genannten und  in 5. wiederholten 
Voraussetzungen seien S,- (i =  1 ,-•*,£•) die Bewertungsringe von K, die 
einen vorgegebenen Bewertungsring So von Kq dom inieren. Die Differential- 
m oduln von So , S , Ko und K  werden im folgenden in der in 5. eben be­
schriebenen Form  angenommen.

Aus

=  I X , ■••,**%! A ' ' ' A

folgt für « =  ! , . . . , £ •

und  deshalb nach [i], 361.

w e [S, dS,-]*

wb° ("Ir)c  dS° ^  =  un A "  ■ a  uih
also

Das aber besagt nach Lem m a 2

T  af e Sn

und somit, wie zu zeigen war,

Tw =  STa h t . . . ti u i± A 1 A ut e [S0 dS0],

7. Beweis von Satz 2. S sei einer der Bewertungsringe S,- (i =  i , • • •, g), 
von K, die einen vorgegebenen Bewertungsring So von Ko dom inieren. Aus

« = 2 / ù , . . , - >s%1 A - - - A ^ e D ( J ^ )

folgt

W ieder 5. zugrundelegend, bedeutet das, alle Koeffizienten bezüglich der 
Produkte der U,- , V,- von

A A • • • A Wjt+l , wj e N.
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sind in S. D a wegen N 0 C N '  fü r i — 1 a,-Ur+,-eN  gilt, sind dem nach
die Koeffizienten von

co A UV+i A • • • A A (ßi Uy) A * * * A (ßi V/ +  Sy7y Uy)

in S, also insbesondere der Koeffizient von

A • • * A U ^  A U r+1 A • • • A U r+t A V j A ••• A V / ,

näm lich

an ,- --dh I T  a ! TT ßy 6 S.
*=1 J — 1

Lem m a 2 lässt dann  wieder

T  (ah. - dAU a *) CSo

schliessen. D a IIa , E lem ent von S0 ist und nach (**) in 5. br (S0/A) erzeugt, 
gilt sogar

und

(T“ l w ) CS-
was zu zeigen war.
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