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Geometria differenziale. — Sur les variétés munies d'une structure 
algébrique. Nota (,) di A urel B e jan cu , presentata dal Socio B. S egre.

R iassunto. — Si assegnano condizioni necessarie e sufficienti per F esistenza di una 
struttura di gruppo o di cappio (loop) di Lie-Banach su di una varietà di Banach.

Nous nous proposons dans cette Note d ’obtenir des conditions nécessaires 
et suffisantes pour l’existence d ’une structure de groupe de L ie-B anach  ou 
de « loop » de L ie-B anach  sur une variété de Banach.

Soit B une C°°-variété de Banach et L ( T B ;T B ) =  U L (T * B ;T y B ).
( ^ , j ) e B x B

On sait [2] que L  (TB ; TB) est un fibré vectoriel sur B x B .  Supposons que 
ce fibré possède une C°°-section globale F, telle que

F (x , ÿ) e L,-, (T* B ; T y B) , V (x , y) e B x B .

Soient M et N deux parties de B.

DÉFINITION i . L’équation différentielle sur B

(1) T xy  =  F ( x , y ) ,  ( x , y ) e  B x B ,

est intégrable sur M x N  si pour tou t (x0 , y 0) e M x N  il existe un C°°-difféo- 
m o rp h ism e / : B - ^ B  tel q u e / (x0) =  y 0 et

T , / = F ( *  , / ( * ) )  V * e B .

L ’application /  s’appelle la solution de l’équation différentielle (i)  avec les 
données initiales (x0 )y 0).

THÉORÈME i (d’unicité). Si  la variétéB est connexe et P équation diffé­
rentielle (1) est intégrable sur { x 0 } X B, alors la solution avec les données 
initiales fixées est unique.

Démonstration. Soient /  et g  deux solutions de l’équation (i) ayant 
les mêmes données initiales (x 0 , y 0). Nous désignons par D =  { r e  B ; / ( * )  =  
=  g  (x) }. Les applications f  et g  sont continues, B est un espace de Hausdorff, 
donc D est fermée dans B. Soient y^  e D et h la solution de (i)  avec les données 
initiales (x0 , y  fi. Les applications y x =  foh  et y 2 =  g°h  sont des solutions 
pour l’équation différentielle

T xy  =  F  (h (x) , y) o F  (x , h (x)) .

(*) Pervenuta alFAccademia il 19 agosto 1974.
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Soit (U , 9) (resp. (V , ^)) une carte locale dans x0 (resp.f(y#))- Nous désignons 
par yiu v  > yzuv  ês images locales des solutions y x , y 2 dans ces cartes et par Fv 
la partie principale [4] de la section F  das la carte (U , 9) Les applications 
jKiuv et JK2UV sont des solutions pour l’équation différentielle

(2) =  Fu (Auw (x) , y)  o Fu (x , Auw (*)) ( x , y)  e cp (U) X q> (V),

où W  est le dom aine d ’une carte locale dans M ais y  i (xq) == / ( y * )  =  
=  g  (y =  y 2 (%q)- E n tenant compte de l’unicité de la solution de l’équation
(2 ) , on déduit q u ’il existe un voisinage A  de x0 tel que y \̂a =  y2\A- Donc 
C =  h (A) est un  voisinage de y  tel q u e / je  — g\c et D est alors un ouvert 
de B. M ais B est connexe, donc D =  B, q.e.d.

Soient B une variété parallélisable et « e » un point fixé dans B. Le 
fibré vectoriel L (T B  ; B) =  U L (T *  B ; T e B) possède une C°°-section

x e B

globale co telle que co (x) e L,-, (T* B ; T , B). Nous dirons dans ce cas que 
B possède un parallélism e absolu co.

Théorème 2. Une variété de Banach connexe est un groupe de Lie-Banach 
avec P unité « e » si, et seulement si, sont vérifiées les conditions suivantes :

1) B possède un parallèlisme absolu co,
2) Véquation différentielle sur B

(3) T xy  =  g»“ 1 ( y )  o (ù (x ),

est intégrable sur { e } X B.

Démonstration. Si B est un groupe de L ie-B anach, alors on sait [1] 
que B est une variété parallélisable. Le parallélisme absolu co est défini par 
la relation

co (x) =  T* Lç-i WxeB .

Il est aisé de voir que y  =  L* (la translation à gauche déterm inée par x  e B) 
est une solution de (3) avec les données initiales (e , x).

Réciproquem ent, si B vérifie les conditions du théorème, on désigne par 
Lç la solution de (3) avec les données initiales (e , x). En tenant compte de 
théorème d ’unicité, on déduit que l’application

7z : B X V - >  B ; tu (x  , y)  =  L *  (y)  , V ( x , y ) €  B x B ,

est bien définie. On a: u (x  , e) =  L x (,e) =  x  et tz (x , x^) — e, où x^ =  ( L J “1 (e). 
L ’application L^oL^ est une solution de (3) avec les données initiales (e , tu  (at , y)). 
E n effet, on a:

T* ÇLX o Ly) =  w“ 1 (n ( x , n (y , z))) » w (7z (y  , z)) o w“ 1 (7c ( y  (g) =

=  «-\<TL*.oL,)(*))oö (,).
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Donc Lx o =  L ïï(;C)y), c’e st-à -d ire  la loi de composition tu est associative. 
Soit (U , 9) une carte locale dans e e B. L ’application L*pj est une soluti onde 
l’équation différent ielle

=  “ ü1 O') ° <°u (*).

et on déduit que n est différentiable de classe C°° en (e , e). M ais Lx est différen­
tiable de classe C°° pour tou t x e  B, donc tu est différentiable de classe C°° sur 
B X B, q.e.d.

On sait [5] que l’ensemble des Cr-difféom orphism es d ’une variété com­
pacte possède une structure de groupe de Lie local Fréchet et une structure 
de variété de Banach. À l’aide du Théorèm e 2, on trouve un exemple de 
variété compacte B telle que D iff/ (B) est un groupe de L ie-B anach.

Soit G un groupe de Lie compact. On désigne par 7u la loi de composition 
sur G, et on défini sur D iff /(G ) la loi de composition

( ï ( f , g ) ) ( x )  =  n ( f ( * h g ( x ) ) >  S f f , g  e D iff/ (G) , * e G .

En tenant compte de Théorèm e 2, on déduit le

THÉORÈME 3. L'ensembe des Cr-difféomorphismes d'un groupe de Lie 
compact est un groupe de Lie-Banach ,

U n  ensemble B, qui possède une loi de composition iz avec un élément 
unité e, et tel que les équations

(4) n (a , x) =  b \ n (y  , a) =  b

ont des solutions uniques x  =  n (a , b) , y  =  \  (b , a), est un « loop ».

DÉFINITION 2. U n loop de L ie-B anach est une C°°-variété de Banach 
B m unie d ’une structure de « loop », telle que les applications 7u , X , [i sont 
différentiables de classe C°°.

Soient H une section globale dans le fibré vectoriel L  (TB ; TB) , H (x , y) e 
e L ïs (Tx B ; T y B) et

(5) Tx y  =  H (x , y)  , j ) e B x B ,

une équation différentielle sur B. On suppose que les équations (1) et (5) sont 
intégrables sur { e } X B. On désigne p a r f x (resp. hx) la solution de l’équation (1) 
(resp. (5)) avec les données initiales (e , x).

D é fin it io n  3. Les solutions des équations (1) et (5) sont conjuguées, si 
et seulement si,

fx  Cy) =  hy(x)  . v  (x , y)  £ B X B .
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À l’aide de ces éléments nous pouvons énoncer le

THÉORÈME 4. U  ne C°°-variété de Banach B, connexe, est un loop de L ie-  
Banach avec Vunité e si, et seulement si, sont vérifiées les conditions suivantes'.

1) i l  existent les C°°—sections F, H dans le fibré vectoriel L  (TB ; TB) 
et F  (x , y)  , H (* ,ÿ )  e L is (T , B ; T y B),

2) les équations (fi) et (5) sont intégrables sur { e } X B et leurs solutions 
sont conjuguées.

Démonstration. L a condition est n é c e s s a i r e .  Si B est un loop 
de L ie-B anach, nous noterons par (L" , L* , L*) (resp. , R * , R*) les transla­
tions à gauche (resp. à droite) sur B déterm inées par le point x  e B et les lois 
de compositions, iz , \i , \ .  Nous définissons les applications F et H par les 
relations:

(6) F (x , y) =  T x Lx(v>X) ; H (x , y) =  T x R " ^  .

Les applications F et H sont différentiables de classe C°° et, en utilisant les 
relations:

L j o C  =  U  o L? =  R™ » R* =  R %  r :  =  idB , Vi-eB,

on déduit que F  (x , y) , H (x , y)  G L ^ (T* B ; T^ B). En tenant compte de
(6) on a:

F ( y , \ Z ( y j )  = T y LSin{Xtyhy) = T y l f i ,

H ( y , R :  (y)) =  T y R f i , n (y>x)) =  T y R* .

M ais (e) =  R* (e) =  x, donc Ifi  (resp. R*) est une solution de (1) (resp. 
de (5)) avec les données initiales (e , x). Il est clair que ces solutions sont con­
juguées.

L a condition es s u f f i s a n t e .  Nous désignons par f x (resp. h fi la solu­
tion de (1) (rësp. de (5)) avec les données initiales (e ,x).  En utilisant le théo­
rème d ’unicité pour l’équation (1), nous pouvons définir la loi de composition

(7) 7t : B X B -> B ; tt (x  , y )  = f x (y).

En tan an t compte que les solutions des équations (1) et (5) sont conjuguées, 
nous obtenons iz (x , e) =  tu (e , x) =  x, pour tout x  e B. Les équations (4) 
ont les solutions uniques:

x  =  {ha) -x (b) ; y  =  V .T l (J>)-

Les applications ( f f i f i  et (hfiT1 sont des solutions pour les équations différen­
tielles sur B

T x y = F ~ f i y , x )  ; T x y  =  H“ 1 (y , x).

L a différentiabilitée des applications tu , fx et X résulte d ’une même m anière 
que la différentiabilitée de l’application tz du Théorèm e 2, q.e.d.
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