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G eom etria d ifferenziale. — Varietà localmente grassmanniane 
quaternionali(,). Nota (" ) di S t e f a n o  M a r c h i a f a v a , presentata dal 
Corrisp. E. M a r t i n e l l i .

S u m m a r y . — A previous result characterizing manifolds with a quaternion generalized 
structure as quaternion local projective manifolds is extended: a manifold admits a quaternion 
tensorial product structure if and only if it is a quaternion local Grassmannian manifold.

In t r o d u z io n e

Recentem ente alcuni A utori W si sono occupati dello studio di varietà 
reali il cui fibrato tangente am m ette una « s tru ttu ra  prodotto tensoriale qua- 
ternionale », di tipo (fi,q), cioè ha come gruppo stru ttu rale  il gruppo 
G =  GL ( fi , Q) 0  GL (q , Q) (Q =  corpo dei quaternioni sul campo R). Quando 
la stru ttu ra  è « integrabile » la varietà è do tata  di sistemi di coordinate quater- 
nionali locali i cui differenziali sono legati da trasform azioni di G.

L a varietà di G rassm ann quaternionale, G ^ ,  dei sottospazi vettoriali 
^-dim ensionali di Q^+^, dotata di coordinate locali di Pontrjagin, fornisce un 
esempio notevole di varietà con una stru ttu ra  integrabile del tipo detto (2).

Quando q =  1 (risp. fi =  1) il gruppo GL (fi , Q) ® GL (1 , Q) si riduce 
al gruppo lineare quaternionale sinistro (risp. destro) considerato da E. M ar
tinelli [4]. U na  varietà che am m etta una stru ttu ra  di questo tipo si dice varietà 
« a s tru ttu ra  quaternionale generalizzata, destra (risp. sinistra) ».

In  un precedente lavoro [3] ho caratterizzato le varietà a s tru ttu ra  qua
ternionale generalizzata « integrabile » come le varietà « localmente proiettive 
quaternionali ».

Nella presente N ota estendo il risultato citato dim ostrando che le varietà 
am m ettenti una stru ttu ra  prodotto tensoriale quaternionale di tipo (fi , q), 
integrabile sono tu tte  e sole le varietà localmente Grassmanniane quaternionali 
del tipo G ^ .

Per fi =j= i e q=f= 1, Th. H angan [1] ha stabilito una simile caratterizza
zione per varietà reali o complesse le quali am m ettano una s tru ttu ra  prodotto 
tensoriale, di tipo (fi , q), integrabile analoga a quella qui indicata, con R o C 
in luogo di Q. M a, se f i>  1, q =  i (il caso fi =  1, q >  1 si riduce al precedente 
per dualità) risulta invece che ogni varietà reale o complessa am m ette una strut- (*) (**)

(*) Lavoro eseguito con contributo del CNR, nell’ambito del Gruppo Nazionale per le 
Strutture Algebriche e Geometriche e loro Applicazioni.

(**) Pervenuta all’Accademia il 23 luglio 1974.
(1) Cfr. Th. Hangan [1], R. Iordanescu [2].
(2) Cfr. ad esempio R. Iordanescu [2].
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tu ra  prodotto tensoriale, di tipo (J>, i), integrabile, sicché per caratterizzare 
tra  di esse le varietà localm ente proiettive (reali o complesse) occorre in tro 
durre ipotesi aggiuntive. Non è così nel caso quaternionale poiché appunto  
il teorem a enunciato com prende anche il caso q — i (o p  =  i).

i. C o n v e n z io n i

Rappresenterem o al solito un quaternione q e Q in una fissata base norm ale 
scrivendo q =  qi0 +  qix +  qi2 +  qi3(qeR  ; a =  o , 1 , 2 , 3), dove i0 = i  e ix , i2 , iz

0 1 2  3 a

verificano le ordinarie relazioni (zA)2 =  ( i j f  =  (zv)2 =  —  i; ix ix =  zv
(essendo X , [/ , v una qualunque perm utazione circolare di 1 , 2 , 3 ) .

Identificheremo spesso tacitam ente m atrici quaternionali X =  (*?) 
0* =  I »• • •> P ; i  =  I )• • •. q) di tipo p X q  con gli elementi dello spazio 
numerico quaternionale Q^. Con tale convenzione il gruppo GL (p , Q) ® 
® GL ( q , Q) si intenderà definito come gruppo delle trasform azioni di Q* 
espresse da equazioni della forma

(11) X ' =  PX Q

con P =  (Pp) , Q =  (Qf) m atrici quaternionali invertibili.
Q uando si pensi come spazio vettoriale sui reali le trasform azioni ( i . i )  

danno luogo a un sottogruppo di GL (4pq , R) che indicherem o ancora con 
lo stesso simbolo.

2. V a r ie t à  d i  G r a ssm a n n  e  v a r ie t à  l o c a lm en te

GRASSMANNIANE QUATERNIONALI

Sia Q #+? lo spazio num erico quaternionale (p +  /-d im en s io n a le , pensato 
destro, e G ^  la varietà di Grassm ann dei sottospazi vettoriali ^-dim ensionali 
di Cr+A Su G®p viene assegnata una stru ttu ra  differenziabile dalle coordinate 
di Pontrjagin  <3> che richiam iam o brevem ente.

Siano Qg e G^> e Qf sottospazio vettoriale /-d im en sio n ale  di supple
m entare di Qg. Ogni x  e Q^+? si scrive univocam ente nella forma x  =  v0 -\- vx 
con v0 e Q g , vx 6 Qf. Si ha allora l’omomorfismo (di spazi vettoriali quater
nionali destri) O : -> Qg, proiezione di Q̂ +<? sopra Qg nella direzione d i
Qf, definito dalla O (x) — v0.

Indichiam o con U  l’insieme dei sottospazi Qf 6 G ^  tali che Qf O Qf =  o. 
O vviam ente Qo e U . L a restrizione O^ =  0 |q |  di O è un isomorfismo. Fissate 
allora basi (ex , • • •, ep) di Qf e ( / ,  • • • , / )  di Qg i vettori/,. =  O f 1/ -  (* =  1 , • • •, q) 
costituiscono una base di Q i Posto poi

E ^ ( e 1" . e p) , F  =  ( / • • • / )  , F  =  (A  ■ •• / ,)

(3) Cfr. L. Pontrjagin [6] e R. Iordanescu [2].

6. — RENDICONTI 1974, Voi. LVII, fase. 1-2.
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risulta

(2.1) F  =  E£ + F

con £ == (£“) (oc =  i , • • •, p  ; i  =  1 , • • •, q) opportuna m atrice quaternionale 
p X q.

I quaternioni sono le coordinate di Pontrjagin  di Qf (valide nell’intorno 
U  di Qo entro G ^ ) .

Non è difficile determ inare il legame tra  due sistemi di coordinate di Pon
trjag in  validi in un  medesimo intorno (4>. Per il seguito ci sarà necessario 
esprim ere tale legame in m odo conveniente onde ne facciamo qui una 
deduzione m atriciale diretta.

Siano 'E  =  ( ea) , 'F  ('/*•) basi rispettivam ente per sottospazi 'Q f , 'Qo i quali, 
in analogia a quanto  precede, definiscano coordinate su U '. Il cam bia
m ento di base per sarà espresso m ediante relazioni

(2.2) E  =  'EA  +  'FB  , F  =  'EC +  'FD 

con la m atrice

A  B \ K 4 ) ( #

C d /  \ ( $  (df)

quaternionale invertibile.
Sostituito nella (2.1) si ha:

(2.4) F  =  'E  (A£ +  C) +  'F  (BÇ +  D).

Se Q l e U n U '  sussisterà anche la

(2.5) ' F = ' E ' Ç + ' F

analoga alla (2.1) e per F  , 'F , basi entram bi per Qf, dovrà aversi 'F  =  F R  
con R  =  (r)) m atrice quaternionale invertibile: tenuto conto della (2.4) se 
ne trae  la

(2.6) 'F  =  'E (A £  +  C ) R + ' F ( B + D Ç ) R . -

D al confronto dei coefficienti di 'F  , 'E  nelle (2.5), (2.6) risulta che B +  D | 
am m ette inversa (B +  DÇ)""1 — R e  inoltre

(2.7) '? =  (AÇ +  C) ( B  +  D Ç)"1. 4

(4) Cfr. R. Iordanescu [2].
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Viceversa, se B +  D£ è invertibile dalla (2.4) si ricava la (2.5) con % 
definita dalla (2.7) e 'E  =  E  (B +  DS;)“ 1 base di Qf che dunque appartiene 
a U ' (am m ettendo ivi coordinate '£).

L a (2.7) fornisce la relazione richiesta ed è dunque m ediante una trasfor
mazione lineare fratta (a destra, quaternionale) invertibile, T L F I, che si passa 
dalle Ç =  (G) alle % =  ('&).

Dalle precedenti considerazioni discende anzi la

(2.8) PROPOSIZIONE. Le T L F I  del tipo (2.7) caratterizzano le trasformazioni 
di coordinate di Pontrjagin su G

Infatti se \  è un  sistem a di coordinate di Pontrjagin  su una T L F I 
del tipo detto, definita ove B +  è invertibile, fa passare ad un nuovo siste
m a % di coordinate anch’esse di Pontrjagin , relative alle basi 'E  , 'F  date 
dalle inverse delle (2.2).

A ssegnata una varietà reale V4̂  paracom patta, di classe C“ di dim en
sione reale 4pq (J> , <7 >  1 interi) direm o che V4̂  è localmente Grassmanniana 
quaternionale quando possono assegnarvisi, con riguardo ad un opportuno 
ricoprim ento aperto, sistemi di coordinate quaternionali ammissibili (Ç°0 
legati nei domini comuni da trasform azioni T L F I.

3. V a r ie t à  con  s t r u t t u r a  pro do tto  t e n s o r ia l e  q u a t e r n io n a l e

INTEGRABILE. LORO CARATTERIZZAZIONE

Th. H angan [1] ha introdotto la nozione di varietà (reale) V4̂  con struttura 
prodotto tensoriale quaternionale, di tipo (p , q). L a stru ttu ra  è integrabile quando 
su Vfyq possono considerarsi sistemi di coordinate quaternionali ammissibili, 
\  =  (£“) , (a =  i , • • •, p  ; i  =  i , • • •, q)> tali che per due qualunque di essi 
£ , %, nel comune aperto di definizione, la trasform azione tra  i relativi diffe
renziali d£ =  (d£“) , d '£ =  ([d%f) appartiene al gruppo GL (p , Q) ® GL (q , Q) 
ovvero

(3 .1) dfÇ= P d ÇQ

con P =  (Pß) , Q =  (Ql) m atrici quaternionali invertibili, funzioni C“ delle ÇJ.
L a varietà di G rassm ann G ^  possiede una s tru ttu ra  integrabile del tipo 

descritto assum endovi le coordinate quaternionali £ di Pontrjagin <5 6 7>.
Per stabilire ciò basta  differenziare le (2.7), il che porge le (3.1) con

(3.2) P =  A — 'ÇD , Q =  (B + D 5 r 1.

(5) Queste ipotesi si sottointenderanno per le varietà in considerazione e le funzioni che 
interverranno si supporranno di classe Cw.

(6) Per le quali cioè i coefficienti reali £% danno coordinate ammissibili per la struttura
reale di V4̂ . a

(7) Cfr. R. Iordanescu [2]; vedi anche Th. Hangan [1].
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È im mediato, per il carattere locale di tale deduzione, che su ogni varietà 
localmente G rassm anniana quaternionale resta assegnata una s tru ttu ra  di 
prodotto tensoriale quaternionale integrabile, dello stesso tipo.

Ebbene, m ostrerem o che tale asserzione può invertirsi: resterà stabilito 
cosi il

TEOREMA. Una varietà differenziabile reale V4̂  ammette una struttura 
prodotto tensoriale, di tipo (p , q), integrabile se e solo se è localmente Grassman
niana quaternionale, di tipo G ^ .

Per la dim ostrazione di quanto enunciato riuscirà utile osservare a pro
posito delle (3.2) che vale la seguente

(3.3) PROPOSIZIONE. Una trasformazione invertibile dell'aperto U C Q ^, 
% =  % (£), differenziabile nella form a  (3.1) con P 0 Q come nelle (3.2) 
è una T L F I del tipo (2.7); e viceversa.

Supponiam o infatti che, ad esempio, assieme alle (3.1) valga la seconda 
delle (3.2). Consideriam o le variabili Y) =  (y)“) definite da y) =  X 'Q con 
'Q =  B +  D£. Differenziando e fatto poi uso delle (3.1) risulta dï] =  d% 'Q +  
+  % d 'Q  =  P d£ +  '£D d£ =  (P +  '£D) dÇ. D unque y) è differenziabile a 
destra rispetto a £ e tra ttasi pertanto di funzione lineare di \  <8>, della forma 
Y) — +  C. Ne segue la conclusione sostituendo ad y) l’espressione m ediante
le l.

Se si procede invece a partire  dalla prim a delle (3.2) basterà differenziare 
le Y) =  PÇ.

4. Preliminari alla dimostrazione del T eorema

Sia d ata  dunque una varietà UApq con una s tru ttu ra  prodotto tensoriale, 
di tipo (p , q), integrabile e sistemi di coordinate quaternionali ammissibili

Supporrem o l’intersezione dei domini di due tali sistemi semplicemente 
connessa.

M ostrerem o che, in queste ipotesi, se \  , 'E, sono coordinate negli aperti 
U  , U ' C V ^  in U  O IP , ove vale la (3.1), il legame tra  Ç e \  è espresso m ediante 
una T L F I. Ne risulterà dim ostrato il teorema.

Se nella (3 -0  le m atrici P , Q sono della forma (3.2) la conclusione è im 
m ediata (Prop. 3.3).

V a osservato però che P , Q non riescono individuate dalle (3.1) poten- 
dovisi ad esse sostituire P =  Phr1 , Q == Qh con h funzione reale non nulla.

Si tra tta  dunque di vedere se per una opportuna funzione h le m atrici 
P o Q verificano le ipotesi della proposizione citata.

(8) In base ad una nota caratterizzazione delle funzioni differenziabili in senso quater
nionale.
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L a seconda delle (3.2) vale per Q se e solo se 'Q == Q 1 è differenziabile 
nella form a quaternionale

(4.1) d 'Q  =  Dd£

con D =  (da) m atrice quaternionale (costante).
Esplicitando e tenuto conto che Qi 'Qy — 8y(8y =  simbolo di Kranecker), 

da cui si ha anche 3Q; 'Qy =  — QJ 3'Qy, la (4.1) risulta equivalente al sussistere 
delle

3 Î &  'Qy -3 a Q ?  ' & % i a (9)
* 0

C4-2) a

ove si è indicata con dka la derivazione rispetto a

Posto ora Qy =  QyA nelle (4.2) esse si scrivono

(4-3) — $*.  =  £ <£  'Q>
a * 0 a

'QÌ8$*;
? 0

ove H =  Log k.
Le (4.3) costituiscono un  sistem a differenziale nella funzione incognita H: 

vedremo che, nelle ipotesi fatte, esso si riduce ad un ordinario sistema di 
equazioni differenziali reali di prim o ordine e inoltre che le condizioni di in te
grabilità sono sem pre verificate.

Ne seguirà l ’esistenza di H, ovvero h =  exp H.

5. Farem o uso, per dim ostrare queste ultim e asserzioni, di alcune re la
zioni che discendono dalla (3.1) ovvero dalle equivalenti

/ . \ !5̂ oc 7-)oc • r\m(5 -0  % Zj =  ¥ $ t a Qy.
a

D erivando rispetto a si ha infatti
b

/ . _\ r\k r.m fret -k tVX • 1 ~P)0C . -k s~\m(5*2) 3ß I j  =  dy Pß la Qj  +  Pß la 3y Qj
b a h  b

e l’uguaglianza delle derivate seconde 3Y3ß '£y e 9ß 3Y'£y fornisce un sistema
b a a b

di relazioni, im plicanti le funzioni 'P ß , Qy e le derivate 3YP ß , 3YQ7, che 
risolto si scrive m ediante le b b

(5-3-0 2 'PS a?
0

P“ 8Î =

Sy {(4 3? Qy 'Qi -  Q y 'Qi *0 +  (— &  Qy 'Q i J  -  a? Qy 'Q i *•„)} +

+ 85 {(*•„ 9rQ7 'Qi v  +  JQ7 'QÔ +  (v  %Q7 'Qi J -  9Q7 'Qi 4)} •0 0 X X

(9) Sottointenderemo nel seguito, come qui, le sommatorie rispetto ad indici ripetuti 
in alto e in basso; ometteremo anche di indicare la variabilità degli indici.
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(5-3-2) 2 'p s ^ p 5 « r  =

=  {(»x 37 Qy 'Qi — 3% Q) 'Qi ix) +  (— ix 3% 'Qi +  37 Qj. 'Qi *v)} _
0 0 fi- ü.

-  8g {(— <4 Q7 'QÌ *x +  v  4  Qy 'Q? g  +  (4  Qy 'O' -  ** 4  Q7 'Q( O ) •

Dalle (5.3) si ricavano poi relazioni per le sole funzioni d” Q*'QÌ. In
a

primo luogo osservando che il prim o m em bro della (5.3.1) non dipende dalla 
particolare perm utazione circolare di i J  ,k a secondo m em bro onde sosti
tu ita  a X, [z, v la perm utazione jj. , v , X e uguagliati i coefficienti di i0 , ìx , «v 
dei secondi m em bri si hanno le

(5.4.1) R * ( - 3 ? Q Ÿ Q i i ,  -  4 q ;  'QÌix +  3 ? Q $ 'Q ^  +  a |Q 7  'Q 4-,j =  o ao)
^ X v fjt,

(5.4.2) R< (37Qy 'QÌi-K) =  R e (37Qkj 'Q iyv)
0 fi-

(5.4.3) R (4  Q7 'QÌ*v) — Rr (3p Q7 'Q( 4 ) .
0 fi-

A ltre relazioni si ottengono ragionando come segue. Se si somma nella
(5.3.1) m  con r se ne trae  una espressione di 2 'PSajT P“ che sostituita di nuovo

o
nella (5.3.1) da una relazione nelle sole 3ß Qy fQJr la quale deve essere identi

ci
camente soddisfatta. D a quest’ultim a, posto p =  y =  ß e uguagliati i coeffi
cienti reali di i0 , zv rispettivam ente si hanno le

(5-5.1) R*(agQ7 fQÌ +  4 Q 7  'V X  +  #  -
Ö fi- X

=  Re (37 Q) ’Qi +  37 Q* 'Q( ^  +  ag Q7 'Qi ix) ,
0 fi. X

(5.5.2) R (3g Q7 'Q*,-v) =  Re (37 Q) 'q ; yv) 8).
0 0

Con analogo procedim ento a partire dalla (5.3.2) si traggono le

(5.6 .1) Re (4 Qy 'QÌh +  4  Qy 'QÌ h — 4  Qy 'QÌ) K  =
f* 0 X

=  ?R* (37 Qy 'Q(4 +  4  Qy 'QÌ *x -  4  Q7 'QÓ.
^ Ö X

(5-6.2) R K 3 7 Q y ' Q ^ v ) = - R K 33Qy,Q Ó f(i.
fi- Sr fx

Infine, accenniam o solo al fatto che altre conseguenze delle (5.3) e coin
volgenti solo le funzioni dpQj 'Qi  sono deducibili tu tte dalle (5.4), (5.5), (5.6).

(io) Req (q eQ) è la parte reale di q; per le considerazioni svolte si utilizza sovente l’ugua
glianza Re (qq' ) =  Ré? (q* q).
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6 . Co n c l u sio n e

Il sistema differenziale (4.3) è espresso in form a reale dalle

(6.1) 7  6 a H  =  R . u  Qy 'Qt +  4  3; Qj 'Qi % 
? 0 V  9 0

(6.2) Sf- 2&H =  R * U  Qj 'QJ -  4  di Qj  'Q j §j *„)
& y 0 /

(6-3) & mi-  —  i -  HSy =  R e Qlj  'QÌ—  ±  dsa Qj '( 
0 y 0 m> y 0

(6.4) R* (Â  Qj 'Qi  v 'Qi 8Î J )  =  0\(j y 0 /

(6-5) R  U  Qj 'Q j h  +  7 ^  Qj 'Q j Sj *,) =  0y 0 /

(6.6) R  ( 4  Qj 'Qi i-, -  -  a« Qj 'Q j Sj d  =  0 .\îx y 0 /

Infatti, posto a  =  o nelle (4.3) e uguagliate le parti reali del prim o e secondo 
m em bro ne risulta la (6.3); l’uguaglianza dei coefficienti di i\  , , zv fornisce
la (6.4). Per a — (Jt nella (4.3) si ottengono poi, uguagliando i coefficienti di 
t0 > > z’tx 9 *v del prim o e secondo m em bro, le (6.2), (6.5), (6.1), (6.6) rispetti
vamente.

Le equazioni sopra scritte si riducono, nelle nostre ipotesi, alle seguenti

(6-7) aâ H  =  R* (9a Qj 'Qi +  3« Qj 'Qi)
0 V 0

3ÌH  =  R e ( X Q y Q i~ d saQ yQ U ti)li li o

che si ottengono dalle (6.1), (6.2) rispettivam ente som m andovi k con i. T u tte  
le altre equazioni si deducono da esse facendo uso delle relazioni stabilite al 
n. 5 o in conseguenza di esse sono delle identità.

A d esempio le (6.4) discendono dalle (5.5.2), ed anzi sono ad esse equiva
lenti; le (6.5), (6.6) seguono dal confronto dell’espressione di 4 Q lj 'QÌ^x  che

0
si ricava dalle (6.4), già dim ostrate, dalle (5.4.2) e dalle (5.4.3). A ltre relazioni, 
come quella di com patibilità che si ottiene sostituendo nella (6.3) le (6.7), 
risultano tu tte  identicam ente soddisfatte. Inoltre il secondo m em bro della 
prim a delle (6.7) si verifica non dipendere dalla scelta di (x.

7. Resta ora da verificare l’integrabilità del sistema (6.7).
Prem ettiam o la seguente osservazione. Si ricordi che di 'Q/Q* =  ■—'Q*9ß Q*, 

e analogam ente 3ß 'P £ P p = — 'PSsjT Pp -, donde le

4 fQlr =  - ' Q ls4 QSt 'Qr 3ß"P£ =  ~-'P?,3ß P ^ 'P * .(7.1)
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Differenziando sjiQ /'Q j e fatto uso delle precedenti si ha

£  (4 Qj 'QÒ =  3» Qj) 'Q j -  4 Qj 'Qì % Q( 'Qì
b a b a a b

e, scam biando gli indici,

4 (3? Qj 'QÒ =  (4 %  Qj) 'Qì -  a :  Qj 'QÌ 4 Q ' 'Q ì .
a b  a b  b a

M a le parti reali dei secondi m em bri di queste ultim e sono uguali. 
Ne segue l’identità, utilizzata nel seguito,

(7-2) 4 R  (3« Qj 'QÒ =  a? Re (4  Qj 'Q Ò .

Ora, le condizioni di integrabilità del sistema in esame si scrivono in 
generale

(7-3)

(7-4)

3« (4 H) =  4 (a” H) .
b a a b

Per b =  X e a — \x esse sono espresse dalle

?« Re (ag Qj 'Q j —  ag Qj 'Q j *„) =  sg Re (ai Q " 'Q j — ai Q J 'Q j *x)
A  ̂ 0 14. X 0

ovvero, fatto uso delle (5.4.2), (5.5.2), (5.6.1) e (7.2), dalle 

(7-5-0 3? Re (3p Qj 'Q j 1J  Re (a? Qj 'Q j fx) .
x 0 Ö

Le altre condizioni che si ottengono dalle (7.3) ponendovi a =  o e ^ =  pt., 
b =  o rispettivam ente si scrivono poi

(7-5-2)

(7-5-3)

3a“ Re (3 j Qj 'Q j O  =  —  ap Re (3™ Qj 'Qj
0 0 {Jt (J,

3« Re (4 Qj 'Qj- O  =  di Re (d? Qj 'Q j 7J  . 
0 0

Per verificare che le (7.5) sono identicam ente soddisfatte consideriamo 
dapprim a l’identità

(7-6) 3« ('P? 4 Pß +  'Pp 3ß P«) — 4 ('Pp 3a PS +  'Pp a« Pg)

=  3aw 'Ppß 4 pg +  s :  'Pp 4 PS -  4 'Pp 3« PS ■
b a b a a b

4  'pp s* n

(ove si intende di non som m are rispetto agli indici oc e ß) o ttenuta differenziando 
le espressioni in parentesi a prim o m em bro e tenendo poi conto delle ugua
glianze per le derivate seconde. Fatto  uso delle (7.1) e osservato che dalle 
(5-3) P« 3ß PY e non nulla solo s e p  =  y o p = ß s i  trova che la parte  reale

del secondo m em bro della (7.6) è nulla. Ne risulta dunque la

(7.7) 3? Re ( 'P pß 3g Pg -b 'P j 4 P«P) =  4 R  ('Pp 3* PS +  'Ppß a« Pßp) .
b a a a b b
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M a le (7.7) sono equivalenti alle (7.5) con indici a e b corrispondenti. 
In fatti le espressioni che vi compaiono in parentesi a prim o e secondo m em bro 
si scrivono, utilizzando le (5.3), rispettivam ente per b =  o, b =  X

(7-8.1)

(7.8.2)

2 R  ( 'P “ £  K  +'Ppß d ï  Pg) =  — Re{ s :  Qj 'Ql ix +  8ß a? Q) 'Qj 7X +
X X

*. 'rv  I ^mn f 'rv  «

2 R r ('P® £  PS + 'P ?  a :  Pßp) =  -  R r {a : Qj 'QJ fx +  §S a?Q j 'Q / fx +  
* x y 0 0

+  2 (a :Q ;- 'Q ; +  S a Q j 'Q ( a
0 JA

I «  r w ’ • I *3

+  2 (a« Qj 'Qj 4  —- 9” Qj 'Qj)}.
0 X

Sostituite nelle (7-7) ad esempio per b =  X, <3 =  p. le espressioni (7.8.2) si 
ottiene, tenuto  conto delle (7.2),

(7.9) 3« Ré? {(1 +  2\q) dß Qj 'Qjt +  83 9« Qj 'Ç)/ i  } =
* 0 0

=  33 r ^  {y +  2/ÿ) a» q ;  'q /  4  +  ss a? q ;  'q ;  **}
^ 0 0

e queste ultim e per oc 4= ß sono le (7.5.1) a meno del fattore non nullo 
(ï +  2/ç); per oc =  ß a m eno del fattore (2 +  2lq).
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