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‘Geometria differenziale. — Varieta localmente grassmanniane
quaternionali ©. Nota *? di STEFANO MARCHIAFAVA, presentata dal
Corrisp. E. MARTINELLLI.

SUMMARY. — A previous result characterizing manifolds with a quaternion generalized
structure as quaternion local projective manifolds is extended: a manifold admits a quaternion
tensorial product structure if and only if it is a quaternion local Grassmannian manifold.

INTRODUZIONE

Recentemente alcuni Autori @ si sono occupati dello studio di varietd
reali il cui fibrato tangente ammette una ¢ struttura prodotto tensoriale qua-
ternionale », di tipo (p,g), cio¢ ha come gruppo strutturale il gruppo
G=GL(»,Q ® GL(¢,Q) (Q = corpo dei quaternioni sul campo R). Quando
la struttura & « integrabile » la varieta & dotata di sistemi di coordinate quater-
nionali locali i cui differenziali sono legati da trasformazioni di G.

La varieta di Grassmann quaternionale, G?,p, dei sottospazi vettoriali
g—dimensionali di Q#+¢, dotata di coordinate locali di Pontrjagin, fornisce un
esempio notevole di varieta con una struttura integrabile del tipo detto @.

Quando ¢ = 1 (risp. p = 1) il gruppo GL(»,Q) ® GL (1,Q) si riduce
al gruppo lineare quaternionale sinistro (risp. destro) considerato da E. Mar-
tinelli [4]. Una varietad che ammetta una struttura di questo tipo si dice varieta
«a struttura quaternionale generalizzata, destra (risp. sinistra)».

In un precedente lavoro [3] ho caratterizzato le varietd a struttura qua-
ternionale generalizzata « integrabile » come le varietd « localmente proiettive
quaternionali ».

Nella presente Nota estendo il risultato citato dimostrando che le varieta
ammettenti una struttura prodotto tensoriale quaternionale di tipo (p,¢),
integrabile sono tutte e sole le varieta Jocalmente Grassmanniane quaternionali
del tipo G2,.

Per p==1 e ¢ <=1, Th. Hangan [1] ha stabilito una simile caratterizza-
zione per varieta reali o complesse le quali ammettano una struttura prodotto
tensoriale, di tipo (p, ¢), integrabile analoga a quella qui indicata, con R o C
in luogo di Q. Ma, se p>1, ¢=1 (il caso p =1, ¢ >1 si riduce al precedente
per dualita) risulta invece che ogzz varietd reale o complessa ammette una strut-

(*) Lavoro eseguito con contributo del CNR, nell’ambito del Gruppo Nazionale per le
Strutture Algebriche e Geometriche e loro Applicazioni.

(**) Pervenuta all’Accademia il 23 luglio 1974.

(1) Cfr. Th. Hangan [1], R. Iordanescu [2].

(2) Cfr. ad esempio R. Iordanescu [2].
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tura prodotto tensoriale, di tipo (p, 1), integrabile, sicché per caratterizzare
tra di esse le varieta localmente proiettive (reali o complesse) occorre intro-
durre ipotesi aggiuntive. Non ¢ cosl nel caso quaternionale poiché appunto
il teorema enunciato comprende anche il caso ¢ =1 (0 p = 1).

1. CONVENZIONI

Rappresenteremo al solito un quaternione g€ Q in una fissata base normale
scrivendo ¢ =g7p + g7, +¢i3 + ¢i3(geR;a=0,1,2,3), dove dp =1 e 7;,4y,73
0 1 2 3 a

verificano le ordinarie relazioni ()% = (5,)° = (4,)? = —1; 4,4, = —

i, 6 =1,

(essendo A, p,v una qualunque permutazione circolare di 1,2, 3).
Identificheremo spesso tacitamente matrici quaternionali X = (x%)
(e=1,"+,p;i=1,--+,9) di tipo pXg con gli elementi dello spazio

numerico quaternionale Q#. Con tale convenzione il gruppo GL (p,Q ®
®GL (g, Q) si intendera definito come gruppo delle trasformazioni di Q%
espresse da equazioni della forma

(r.1) X'= PXQ

con P = (P§),Q = (Q) matrici quaternionali invertibili.
Quando si pensi Q* come spazio vettoriale sui reali le trasformazioni (1.1)

danno luogo a un sottogruppo di GL (4p¢ , R) che indicheremo ancora con
lo stesso simbolo.

2. VARIETA DI GRASSMANN E VARIETA LOCALMENTE
GRASSMANNIANE QUATERNIONALI

Sia Qf’+9 lo spazio numerico quaternionale (p 4 g)-dimensionale, pensato
destro, e G2, la varieth di Grassmann dei sottospazi vettoriali g—dimensionali
di Q?+2. Su G?, viene assegnata una struttura differenziabile dalle coordinate
di Pontrjagin ® che richiamiamo brevemente.

Siano Q}€ G2, e Q} sottospazio vettoriale p-dimensionale di Q#+¢ supple-
mentare di Qf. Ogm x € Q?%¢ si scrive univocamente nella forma x =9y + v,
con 7€ Qf, v, € Qf. Si ha allora I'omomorfismo (di spazi vettoriali quater-

nionali destri) @ : Q?+? — Qf, prodezione di Q*+7 sopra Q) nella diresione di
Q}, definito dalla ® (x) = v,.

Indichiamo con U l'insieme dei sottospazi Qf € G ', tali che Q¢ N Q! =o.
Ovviamente Qf € U. La restrizione ®; = Doz di @ & un isomorfismo. Fissate

‘allora basi (¢, - -, ¢,) dele(fl,- Iy d1Q01vettor1f,~= (Dg_ fiG=1,--9
costituiscono una base di Qf. Posto poi

E=(-¢) , F=(fi--f) , BE={ - F)

(3) Cfr. L. Pontrjagin [6] e R. Iordanescu [2].

6. — RENDICONTI 1974, Vol. LVII, fasc. 1-2.
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risulta

(2.1) F=E{+F

con £E=(¢)(e=1,-,p;¢=1,---,¢) opportuna matrice quaternionale
2 Xgq.

I quaternioni &; sono le coordinate di Pontrjagin di Q¢ (valide nell’intorno
U di Qf entro G2,).

Non & difficile determinare il legame tra due sistemi di coordinate di Pon-
trjagin validi in un medesimo intorno®. Per il seguito ci sard necessario
esprimere tale legame in modo conveniente onde ne facciamo qui una
deduzione matriciale diretta.

Siano 'E = ('e,), 'F ('f;) basi rispettivamente per sottospazi 'Q}, 'Q§ i quali,
in analogia a quanto precede, definiscano coordinate (‘£7) su U’. Il cambia-
mento di base per Q#+¢ sard espresso mediante relazioni

(2.2) E='EA-+'FB , F='EC-+'FD

((a%) <bi>)
@ @

/

con la matrice

A B
(2.3) ( )
C D

quaternionale invertibile.
Sostituito nella (2.1) si ha:

Il

(2.4) F = 'E(A£+C) + 'F (BL + D).
Se Q¢ e UNU' sussisterd anche la
(2.5) F='Et+'F
analoga alla (2.1) e per F,'F, basi entrambi per Qf, dovra aversi 'F =FR

con R = (#}) matrice quaternionale invertibile: tenuto conto della (2.4) se
ne trae la ’

(2.6) 'F = 'E(AE —l—VC) R + 'F (B + D¥) R.

Dal confronto dei coefficienti di 'F, 'E nelle (2.5), (2.6) risulta che B - Dg
ammette inversa (B 4+ DE)™ = R e inoltre ~

(2.7) e = (A£4C) (B + Dy

(4) Cfr. R. Iordanescu [2].
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Viceversa, se B 4 D§ ¢& invertibile dalla (2.4) si ricava la (2.5) con ¢
definita dalla (2.7) ¢ 'E = E(B + D£)™! base di Qf che dunque appartiene
a U’ (ammettendo ivi coordinate 'E).

La (2.7) fornisce la relazione richiesta ed ¢ dunque mediante una #rasfor-
mazione lineare fratta (a destra, quaternionale) invertibile, TLFI, che si passa
dalle &= (&) alle ' = ('&).

Dalle precedenti considerazioni discende anzi la

(2.8) PROPOSIZIONE. Le TLFI del tipo (2.7) caratterizzano le trasformazion:
di coordinate di Pontriagin su Gg,.

Infatti se £ & un sistema di coordinate di Pontrjagin su GQ, una TLFI
del tipo detto, definita ove B + DE & invertibile, fa passare ad un nuovo siste-
ma ' di coordinate anch’esse di Pontrjagin, relative alle basi ‘E,'F date
dalle inverse delle (2.2).

Assegnata una varieta reale Vy,, paracompatta, di classe C® ®), di dimen-
sione reale 4pg7 (p ,¢ =1 interi) diremo che Vy,, & localmente Grassmanniana
quaternionale quando possono assegnarvisi, con riguardo ad un opportuno
ricoprimento aperto, sistemi di coordinate quaternionali ammissibili © (£7)
legati nei domini comuni da trasformazioni TLFI.

3. VARIETA CON STRUTTURA PRODOTTO TENSORIALE QUATERNIONALE
INTEGRABILE. LORO CARATTERIZZAZIONE

Th. Hangan [1] ha introdotto la nozione di varieta (reale) Vy,, con struttura
prodotto tensoriale quaternionale, di tipo (p , ¢). La struttura & integrabile quando
su Vy,, possono considerarsi sistemi di coordinate quaternionali ammissibili,
E=E),(a=1,++,p;i=1,"--,¢), tali che per due qualunque di essi
£, '€, nel comune aperto di definizione, la trasformazione tra i relativi diffe-
renziali d§ = (d&7) , d'§ = (d'€7) appartiene al gruppo GL(p,Q ®GL (¢, Q)

ovvero
@(3.1) dE=PdEQ

con P =(P3),Q = (Q}) matrici quaternionali invertibili, funzioni C* delle £Z.
La varietd di Grassmann G2, possiede una struttura integrabile del tipo
descritto assumendovi le coordinate quaternionali § di Pontrjagin ().
Per stabilire cido basta differenziare le (2.7), il che porge le (3.1) con

(3.2) P=A—"D , Q= (B +Dg§

(5) Queste ipotesi si sottointenderanno per le varietd in considerazione e le funzioni che
interverranno si supporranno di classe Co.

(6) Per le quali cioé i coefficienti reali £ danno coordinate ammissibili per la struttura
reale di Vg, “

(7) Cfr. R. Iordanescu [2]; vedi anche Th. Hangan [1].
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E immediato, per il carattere locale di tale deduzione, che su ogni varieta
localmente Grassmanniana quaternionale resta assegnata una struttura di
prodotto tensoriale quaternionale integrabile, dello stesso tipo.

Ebbene, mostreremo che tale asserzione pud invertirsi: restera stabilito
cosi il

TEOREMA. Una varieta differensiabile reale N,,, ammette una struttura

prodotto temsoriale, di tipo (p , q), integrabile se e solo se ¢ localmente Grassman-
niana quaternionale, di tipo G2,

Per la dimostrazione di quanto enunciato riuscird utile osservare a pro-
posito delle (3.2) che vale la seguente

(3.3) PROPOSIZIONE. Una trasformazione invertibile dell’aperto U C Q#e,

'€ = '€ (£), differenziabile nella forma (3.1) con P o Q come nelle (3.2)
¢ una TLFI del tipo (2.7); e viceversa.

Supponiamo infatti che, ad esempio, assieme alle (3.1) valga la seconda
delle (3.2). Consideriamo le variabili n = (u;) definite da 7 = '£'Q con
'‘Q = B 4 D&. Differenziando e fatto poi uso delle (3.1) risulta dy=d'¢'Q +
+ '£d'Q =P d{ + ED df = (P + (D) d€. Dunque 7 & differenziabile a
destra rispetto a £ e trattasi pertanto di funzione lineare di £ @), della forma
1 = A + C. Ne segue la conclusione sostituendo ad 7 Pespressione mediante

le E.

Se si procede invece a partire dalla prima delle (3.2) basterd differenziare
le = PE.

4. PRELIMINARI ALLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA

Sia data dunque una varieta V,, con una struttura prodotto tensoriale,
di tipo (p,9q), integrabile e sistemi di coordinate quaternionali ammissibili
£=&).

Supporremo l'intersezione dei domini di due tali sistemi semplicemente
connessa.

Mostreremo che, in queste ipotesi, se &, '€ sono coordinate negli aperti
U ,U'CV,in U N U, ove vale la (3.1), il legame tra £ e ‘£ & espresso mediante
una TLFI. Ne risultera dimostrato il teorema.

'Se nella (3.1) le matrici P, Q sono della forma (3.2) la conclusione & im-
mediata (Prop. 3.3).

Va osservato perd che P, Q non riescono 1nd1v1duate dalle (3.1) poten-
dovisi ad esse sostituire P = P/z‘1 , O =0Q% con % funzione reale non nulla.
| Si tratta dunque di vedere se per una opportuna funzione % le matrici
P o Q verificano le ipotesi della proposizione citata.

(8) In base ad una nota caratterizzazione delle funzioni differenziabili in senso quater-
nionale.
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La seconda delle (3.2) vale per Q se e solo se '@ ;Q‘l ¢ differenziabile
nella forma quaternionale

(4.1) d'Q = Dd¢

con D = (d;) matrice quaternionale (costante)
Esplicitando e tenuto conto che Q’ 'O = &;(8} = simbolo di Kronecker),

da cui si ha anche aQ’ 'QJ =— Q 9 Q,, la (4.1) risulta equivalente al sussistere
delle
(4.2) 400 =, %00

PR . '3 . . .
ove si ¢ indicata con 9y la derivazione rispetto a EZ.

a

Posto ora QJ Qi % nelle (4.2) esse si scrivono
1, . RN 'S
(4.3) Yo H— =9, H8 7, = 3t QF 'Q5— = 0, Q7 QL 8% 4,
a 70 a 70

ove H = Log 4.

Le (4.3) costituiscono un sistema differenziale nella funzione incognita H:
vedremo che, nelle ipotesi fatte, esso si riduce ad un ordinario sistema di
equazioni differenziali reali di primo ordine e inoltre che le condizioni di inte-
grabilitd sono sempre verificate.

Ne seguira l'esistenza di H, ovvero % = exp H.

5. Faremo uso, per dimostrare queste ultime asserzioni, di alcune rela-
zioni che discendono dalla (3.1) ovvero dalle equivalenti

(5.1) o '€ = P52, QF.

Derivando rispetto a &; si ha infatti
5
V4 V3 . R
(5-2) % oF 'E; = & Pt 7, Q7 + Pi s, & QF
a

e l'uguaglianza delle derivate seconde aﬁ ag’ 't e a{;‘ a’i 't fornisce un sistema

di relazioni, implicanti le funzioni Pa, Q% e le derlvate 3 PQ,GYQ], che
risolto si scrive mediante le

(5.3-1) 2 PLof By ¥ =
. 1~ m I~ c o ~NE NS - m ~NE IS
= 8 {(@ % ’ Qf—gﬂ Q5'Ql i) + (— BQLL—HQ Q7 4.} +
. AT - kb ~m 1~ N N R a Y & ~m i .
3 {G. 3YQj Qf 4y + (?Y Q7 Q) + (i fYQj Q7 ZV_SYQJ' 'Qi}-

(9) Sottointenderemo nel seguito, come qui, le sommatorie rispetto ad indici ripetuti
in alto e in basso; ometteremo anche di indicare la variabilitd degli indici.
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(5.3.2) 2’P§2$PE 8 =
= @G F QY — Q'Y ) + (—h % O+ 35 QY iy —
— B #Q Qb+ .2 Q7 Qi) + QY Y — i QT Q)
Dalle (5.3) si ricavano poi relazioni per le sole funzioni 8§ Q%'Q/. In

primo luogo osservando che il primo membro della (5.3.1) non dipende dalla
particolare permutazione circolare di 7,7, % a secondo membro onde sosti-
tuita a A, p,v la permutazione p,v,A e uguagliati i coefficienti di 7y, 7y, 7,
dei secondi membri si hanno le

(5-4.1)  Re(—2FQ5'Qd, — $07 'Qlin + 37 Q5 'Qld, + 3QF Qi) = o0 0
(5.4.2) Re (36” Q5'Q/%) = Re (fé" Q5'Ql4,)
(543  Re(HQ7'Q/4) = —Re(FQF 'Qa.

Altre relazioni si ottengono ragionando come segue. Se si somma nella
(5.3.1) 72 con 7 se ne trae una espressione di 2P a7 P che sostituita di nuovo
0

nella (5.3.1) di una relazione nelle sole 37 f:'Qf la quale deve essere identi-

camente soddisfatta. Da quest’ultima, posto p = y = B e uguagliati i coeffi-
cienti reali di 7,7, rispettivamente si hanno le

(5.5.1) RE((??SQ}'" 'Qf+féQ?' 'Qli, +fé”Q§’ 14) 8 =
= Re (3 Q)'Q/+ 3 Q4’0 + 3 Q7 Q)
(5.5.2) Re (07 'Q/4) = Re(f Q}'0/4) 8.
Con analogo procedimento a partire dalla (5.3.2) si traggono le
(5.6.1) Re (9 Q5 'Q74, + % Q)'Ql s — Q5’0 87 =
= gRe(GF Q374+ Q7 Qi — Q7 QY
(562) R Qy'QIi) =L Re(5 Q40 4.

Infine, accenniamo solo al fatto che altre conseguenze delle (5.3) e coin-
volgenti solo le funzioni 3§ Q%'Q/ sono deducibili tutte dalle (5.4), (5.5), (5.6).

(10) Reg(geQ) & la parte reale di ¢; per le considerazioni svolte si utilizza sovente Pugua-
glianza Re(gg’) = Re(q'g).
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6. CONCLUSIONE

Il sistema differenziale (4.3) & espresso in forma reale dalle

6.1) e H =Re (60 Qf i+ - 520507 ®))
(6.2) 8/ 04 H = Re (ai Ll — % Q§~ 'Qls: iu)
" 1) 7 9
(6.3) % HY — L L HS = Re (a'; 20l — L 5 Ql'o! 8’3)
0 70 0 70
(6.4) Re (95 j/Q{ 7y — ’;“ e jIQi 5 iu) =
0 0
6.5) Re (40507 i+ 2 5. Q5'Ql8td) = o
w 7 0
(6.6) Re (4O szv—-_aa ;'QI8 i) =o.
w

Infatti, posto @ = o nelle (4.3) e uguagliate le parti reali del primo e secondo
membro ne risulta la (6.3); l'uguaglianza dei coefficienti di 7y, ¢, , ¢, fornisce
la (6.4). Per @ = p. nella (4.3) si ottengono poi, uguagliando i coefficienti di
iy, %, %u , % del primo e secondo membro, le (6.2), (6.5), (6.1), (6.6) rispetti-
vamente.

Le equazioni sopra scritte si riducono, nelle nostre ipotesi, alle seguenti

67 HH=Re@Q'Udi+aQ'Q) , dH=Re@®Q'Q—auQQli)
0 w 0 0

che si ottengono dalle (6.1), (6.2) rispettivamente sommandovi £ con z. Tutte
le altre equazioni si deducono da esse facendo uso delle relazioni stabilite al
n. 5 o in conseguenza di esse sono delle identita.

Ad esempio le (6.4) discendono dalle (5.5.2), ed anzi sono ad esse equiva-
lenti; le (6.5), (6.6) seguono dal confronto dell’espressione di gﬁ ij 'Qf 4, che

si ricava dalle (6.4), gid dimostrate, dalle (5.4.2) e dalle (5.4.3). Altre relazioni,
come quella di compatibilitd che si ottiene sostituendo nella (6.3) le (6.7),
risultano tutte identicamente soddisfatte. Inoltre il secondo membro della
prima delle (6.7) si verifica non dipendere dalla scelta di w.

7. Resta ora da verificare l'integrabilita del sistema (6.7).

Premettiamo la seguente osservazione. Si ricordi che 9 Qs =— ,aé Qs,
e analogamente % 'PaPy = ——'P° ¢ Py, donde le

'EaY I % ‘ 3
(7.1) %'Q=—"0.%0/'Q; , o 'Pi=—Piog P{'P,.
a a a a
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Differenziando a4 Q% 'Q7f e fatto uso delle precedenti si ha
a
S (0B Q5 QN = (T Q) QI — % Qi QI Q'O
b a b a a I3

e, scambiando gli indici,
% QO = G Q'Y —ar Q) 'Q/e QI Yl
a a a

Ma le parti reali dei secondi membri di queste ultime sono uguali.
Ne segue lidentitd, utilizzata nel seguito,

(7.2) % Re c4 1 'QN = % Re (gé Q;'Ql).

Ora, le condizioni di integrabilitd del sistema in esame si scrivono in
generale

(7.3 o EHH) = 3 (I H).
Per 6 = A e a = p esse sono espresse dalle

s ; s~ 1T - / e A aY AS O\ /.
(7.4) ?i;" Re (3 Q; Qi — % Q;'Qid,) = %o Re (9 Q7 'Qr — % Qj Qi)

ovvero, fatto uso delle (5.4.2), (5.5.2), (5.6.1) e (7.2), dalle
(750 TR (@0 QY4 = GRe Q) QY 5.

Le altre condizioni che si ottengono dalle (7.3) ponendovi =0 e = ,
b = o rispettivamente si scrivono poi

(7:5-2) % Re(3Qf Q7 4) = — S Re (7' Q7 'O 4,)
(7.5.3) % Re(3%Q5 07 ) = S Re (L QF'Ql 4.

Per verificare che le (7.5) sono identicamente soddisfatte consideriamo
dapprima l'identita
(7:6) o (P22 PR + "B o5 PE) — 3 (P ar PL + 'PEOY P) =
b a a a b b
m I1pB Al pe m I Al e ! 1D ~m e ! 1B Am pe
= Oy Pp B Pg + 9% Pp % P“——@Q Pp y Pa——ag Pp 9z Pa
b a b a a b a 5
(ove si intende di non sommare rispetto agli indici o e B) ottenuta differenziando
le espressioni in parentesi a primo membro e tenendo poi conto delle ugua-

glianze per le derivate seconde. Fatto uso delle (7.1) e osservato che dalle
(5-3) 'Pa3¢" Py & non nulla solo se p =y 0 p = B si trova che la parte reale

del secondo membro della (7.6) & nulla. Ne risulta dunque la

(7.7) %' Re (P2 P +'P; % PD) = 3 Re (P &PL 4P PY).
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Ma le (7.7) sono equivalenti alle (7.5) con indici a e & corrispondenti.
Infatti le espressioni che vi compaiono in parentesi a primo e secondo membro
si scrivono, utilizzando le (5.3), rispettivamente per & = 0, & = A

(78.1)  2Re(P P —l—’Pffzg;” PE) = —Re {3 Q) 'Q/4 + sﬁgg‘ 0} Qi in +
+2 QI+ Q)

(7.8.2) zRecP:g;"P:Jr'PEi;"Pg)=7;-Re{§;" ;' fz'A—I—SSgE;”Q;' 74+
+ 2 (T QI i — QD

Sostituite nelle (7.7) ad esempio per 6 =2, @ = yu le espressioni (7.8.2) si
ottiene, tenuto conto delle (7.2),

(7.9) gZ’RE{<1+2/9)§éQ§’ {Z'u+8?a‘€3iQ}’ AR
=géRe{<r+z/q>gZ’ ;! {z‘x+82§é” Q) iy}

e queste ultime per a==8 sono le (7.5.1) a meno del fattore non nullo
(1 + 2/g); per « = B a meno del fattore (2 4 2/g).
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