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Sistemi ai differenziali totali. — 4 propos &’'un article de Dan
Petrovanu sur les solutions périodiques d'un systéme aux différenticlles
totales. Nota di GERARD HECQUET, presentata ® dal Socio G. SANSONE.

RIASSUNTO. — Questa Nota completa una ricerca di Dan Petrovanu sulle soluzioni
periodiche del sistema ai differenziali totali

dz=A(u,v,2)du+ B (x,v,2) dv

nel quale # e v sono delle variabili reali, A , B e z delle funzioni vettoriali definite in R”.

Cette Note compléte I'étude de Dan Petrovanu [1] concernant le systéme
aux différentielles totales:

de=Am,v,2)du+ B(x,v,z2)dv

dans lequel # et v sont des variables réelles, A, B et z des fonctions vectorielles
définies dans R". La norme de z dans R” sera définie par lzl=215].

I. PERIODICITE PAR RAPPORT A UNE VARIABLE

PROPOSITION 1. Sowus les hypothéses hi, ks, ks suivantes:

h1) Les constantes T, a positives, my, My , My, L et P positives ou nulles
vérifient la relation:

mO"f—Mzd“}"Ml%SP.

hy) Les fonctions vectorielles A:A (u,v,2),B:B(u,v,2) définies
et continues sur B = {(u,v,2)€R" |v| <a, lzl < P} ainsi que leurs
dérivées partielles A, , A, , B, , B, satisfont identiquement sur R, les relations
Awu+T,v,2)=A(u,v,2) B#+T,v,2)=B(u,v,s)
|A(@,v,2) —A(@m,v,8)] <L]z—Z] 1A@,v,2)|<M,;

(1.1) |B(u,7/,z)-—-B(z¢,v,§)|§L|z——§| IB@,v,2)|] <M,

A oA _
E(u,v,z)—i—g(u,v,z)-B(u,v,z)—

=B u,v,z2 —[—ﬁ uw,v,2) Au,v,2).
O 0z

(*) Nella seduta del 29 giugno 1974.
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h3) I/ existe un vecteur ¢ de R" (| c|< my) pour lequel Iéquation
intégrale

x

(1.2) gx)=c+ {A(u,o,q(u})du

0

admette une solution G périodique de période T telle que
171=suplg @)1 <my+M -
xeR

1] existe une fonction vectorielle @ : D (u,v) wunique, définie et continue
ainsi que ses dérivées partielles ®,, 0, sur of = {(u,v) €R?, |v| < a} telle que

- g(I)(o,o)=c O u+T,v) = (u,v)
1.3)
’ ?dd)(u,v)=A(u,v,®(u,v))du+B(u,v,(D(u,zl))dv.

Démonstration. Soit # ={p€C(A,R": ¢ (u+T, v)=0o(%,v),¢ (#,0)=
=7 ()} normé par | ¢ ||=sup{| ¢ (%,v)|e "} avec A>L.
o
Désignons par # 'application ¢ — ¢ = Fo
b, =ct [AG 0 0@ )dr+ By ow )

0 0
ou

b0 =76+ [ By, o, ) dy.

0

Nous en déduisons ¢ (%,0) =§ (&) , ¢ (w+T ,v) = ¢ (x,v) et

14 @, )l<I7 @)l +Mea<mo+ M5 +Mea< P.

D’autre part
|¢<u,v>+$<u,v>|s|flB<u,y,cp(u,y>>~B<u,y,?p'<u,y>> dy <
0

|zl ,
<Ll|¢—o| [Mdy<Latjo—el.
f
L’application & est donc une contraction, I'équation ¢ = F ¢ posséde
une et une seule solution.
Soit o (#,v)=q (%), ¢,=F ¢,_1 72 >1 la suite des approximations suc-
cessives, convergente vers la solution ¢, nous avons | @, (#,2) — ¢, (#,v) | <
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< Mgz |v| puis pour z > I:

v

ICPn (74>7J>_cpn—1 (u,‘U)ISLI /ICP,,_1<%,J/>—CP,,_2 (u:y>|dy
0
ou

Ln—-l n
Do, (2, 0) — @uy (2, 9) | < M, 121" .

7!

D’autre part

|3‘P" (,0)—B(u,v, 0, @, 7/))|<L|cp,,(u ) — Puy (0, 9)

c’est—a—dire

l 2 4 ) — B (u,v, 0, (x, z/))|<M Lol
Reste & examiner 3;;” (#,v)—A@m,v,9,(n,v)); possons comme Dan
Petrovanu
A,(w,v)=A@,v, 9, (n,v)
et

Bn(%,ﬂ)zB(u,’U,CP"<%,Z/>).

Nous avons:

SCP”(u v)=A,_;(x,0)+

+f B Y Ba )+ @y, e (0, 9) - L 3] dy

puis en substituant la valeur de 9B /o«

39‘5: (u,v)——A,,(u,v)=A,,_1(u,o)——A,,(z¢,z/)—{—A,,_l (%,ZI)—A,,_I (%,O>+

+J.%(u,y»%—1(u,y>>'[nl(“ y> (P"I(u y)]dy+
0

+J % @Y P (e, ) [aq’”“ (@, 9) — 7wy (u,y>] dy
Soit
M3=Max{s;}3|%(u,v,z)|,S;FI%(u,v,z)l}

et

L'=MaX{M2,M3,M2,LM3,I}.
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On en déduit comme Dan Petrovanu:

) (2L |z ])"
I ;;n (u,v)——A,,(u,v)lgz-__nll_lnzl
et

2
|—5q;—°(u,v)—Ao(u,v)|=o.

Cette derniére relation assure la convergence uniforme de la suite
g
El . , .
% (,v) vers A(u,v,¢ (x,v)) et termine la démonstration de la Pro-

position 1.

Remarque 1. En supposant que la fonction A vérifie la condition sup-
plémentaire A(—u,0,9)=—A(x,0,9) on peut affirmer Pexistence
pour tout vecteur ¢ : | ¢| <, d'une fonction @ telle que:

D (0,0 =c¢ Cu+4+T,v)= O (u,v) D (—u,0)=0 (u,0)
dq)(u,v)=A(u,v,d)(u,v))du+B(u,v,d)(u,v))dv.

2. PERIODICITE PAR RAPPORT AUX DEUX VARIABLES

PROPOSITION 2. Sows les hypothéses hy, hy , by suivantes:

hy) Les constantes T positive, my, M, , M, , L et P positives ou nulles
vérifient la relation:

hy) Les fonctions vectorielles A : A (w,v,2),B:B (u,v,2) définies et
continues sur o= {(u,v,z) €ER"7:|2|< P} ainsi que leurs dérivées par-
tielles A, , A, , B, , B, satisfont identiquement sur Ro les relations

A(u—l—T,z/,z)=A(u,T+v,z)=A(u,v,z)
B(u—]—T,v,z)———B(u,T—f—v,z):B(u,v,z).

|A‘(u,v,z)—.A(u,ﬂ,§)|gL|z—§|, |A@,v,2)]< M
S IB(,0,8)—Bu,2,5)|<L|s—z], IB(x,v,2)]< M,
2A

E(u‘,v,z}—l—%(%,v,z}- B(u’v’z)z

=B w,v,2 —l—ﬁ uw,v,2) - A(u,v,32).
ou oz
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hs) 1l existe un vectewr ¢ de R*(|c| < my) pour lequel les équations
intégrales:

s gl(x)zc—l—fA(u,o,ql(%))du
(2.2) ox

( 7,0 =+ [ B©,v,0,0) do
\ 0

admettent des solutions §, ,q, périodiques de période T telles que:
_ _ T .
It],~|=sup|q,~(x)|£M,-7—|—mo E=1,2).

1l existe une fonction © vectorielle unique définie et continue ainsi que ses
dérivées particlles @, , d, sur R® telle que

g(D(o,o)=c Ou+T, ) =0 (u,v+T)=0 (u,v)
@3) ?d(l)(u,v)=A(u,v,CD(u,v))du—{—»B(u,v,(D(u,v))dv.

Démonstration. Posons ¢, (,v) =17, () + §, () — ¢ et définissons la

suite ¢, (%, v) = g, (u) + / B,y,0..1(u,y)dyn=>1; les fonctions o,

0
sont évidemment périodiques en #, et la démonstration de la proposition pré-
cédente permet d’écrire que la suite ¢, converge vers une fonction ¢ telle que:
¢@+T,v) = ¢ (x,0),

9,0 =7, () + B, 7,00, dy

0

et :
2l 9
=A@, v, 0w, 0) 5 (,0)=B(u,v,0,0).
Remarquons en outre que
@n(ko)zc—f— [B(o,y,cpn_l(o,y))dy=<po.(o,v) 2‘72(2’>’
‘0
donc

¢©,)=0,(®).
Si maintenant nous considérons la suite ¢, définie par

%(u,v)=cp0(%,v)=ql(u)—}—(]z(v)——c

Lpn(u,v):[jg(v) —I—[A[x,v,%_l(x,v)]dx
0



GERARD HECQUET, 4 propos d’un article de Dan Petrovanu, ecc. 45

cette suite converge vers une fonction ¢ périodique en v solution unique de
I’équation

b, =7,@+ [Alr, 0,400 ds
telle que '

2w, ) =Aw, 0, ®,0) , o, =B, 0,,0)

et
b@,0)=09@,0)=7q @),
La Proposition 2 sera enti¢rement prouvée si ¢ =¢. Or
P, ) =A(u,v,9(u,)
b (w, ) =A (e, v, x,0)
donc

|¢u<%,v)~@u<%,ﬂ>|£LICP(u,'U)-——(p(%,'U)I.

En posant E (#,v) =]9, (% ,v)—{, (2, v)] nous avons

u

E(u,v)gLUE<x,v>dx
0

c’est-a—dire E (z,2) = o.
De la méme facon o, (u,v) — ¢, (#,v) = o.
Ainsi ¢ (%, v) = ¢ (2,7) pour tout (%, ) et la Proposition 2 est démontrée.
Il est & remarquer que ’hypothése h3) est nécessaire puisqu’'une solution
quelconque du systéme.

dd = A (u,v, ®)du+B (u,v, ) dv

vérifie les relations

(D(u,o)::(D(o,o)—l—[A[x,o,(D(x,o)]dx
0

<I><o,v>=<b<o,o>+[B[o,y,®<o,y>1dy.
. ,

COROLLAIRE. (Dan Petrovanu).
Sous les hypothése hy , hy' suivanies

hy) comme dans la proposition 2;

hy') En plus de I'hypothése hy) les fonctions A et B satisfont sur R
la relation:

A(—un,0,2)<—A@m,0,8) , B(,—v,8)=—B(,v,2).
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1l existe pour tout vecteur ¢ (| c| < mpy) une fonction ® telle que:
Qu+T,)=0%,)=0 (x,v+T) ®(0,0)=c¢
(2—4) O(—u,0)=® (x,0) ®(,—v)=>(0,v)
D () =A(w,v, P, v)du+B @, v, d (u,0)de.

3. CONCLUSION

Comme il est facile de voir, les considérations développées précédemment
peuvent étre transposées sans aucune difficulté aux systémes généraux en
7 variables indépendantes:

(3.1) de=X A, (w0, -+, u,,2) du,
i=0

pour lesquels on a le théoréme suivant dont la démonstration est semblable
a celle des Propositions 1 et 2.

THEOREME. (Périodicité par rapport aux p premitres variables). Sous
les hypothises Hi,Hs,Hs suivantes.

Hi) Les constantes T ,a5,1,a5,9, -, a, positives, my,M;, My ,--- M,
L, P positives ou nulles vérifient la relation

m0+<M1++Mr>:£— +(Mﬁ+1“p+1+"'+M;ar)£P'

(82 p =7 les constantes a1 ,- -, a, ne sont pas définies).

M) Les r fonctions vectorielles A;:A; (uy,uy, -, u,,2) définies et
continmes sur

'%z{<u1>"',ur,z)eRr+n"uﬁ+llgaﬁ+1!”"Iurlgar)lzlgP}

;

0A. DA,
ainsi que leurs dérivées partielles % ==1) satisfont identiquement sur
7

R les relations:

/ A,’(u]_,%2,'",%,,2>=A,-(%1+T,%2,"',%,,3>="'=

=A;‘<u1 y"')up_l_’]-‘:"‘yur,z)

A, BA. A, A, o
(3-1) i A A A
7 7

1A (g -y m, ,2) — A, (wg,+-,u, ,3)|<L|z—Z2]

b IA,’(%]_,"’,%,,Z)ISM;.
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Hs) 17 existe un vecteur ¢ de R” (| c| < my) pour lequel les p équations
intégrales:

Z.E{I"")p}»Qi(x>=£+fAi(O"“)ox%;O""7g:'<u>)du
0

admettent des solutions §, périodiques de période T telles que

_ T .
lqt(‘x)ISmO—l—Mt? ZE{I)”')p}'
17 existe une fonction © vectorielle unique définie et continue ainsi que ses
dérivées partielles ®, ,---, @, , sur of ‘
A = {(%, "'rur)eRn’Iup+1'£aﬁ+1""7'”r|£ar}
telle que
®(o,0) =c¢

q)(%l,...,ur>=(D(ul_i_T’uz’...’ur):...:
(3-2) =0y, 0, +T, uy1, -+, )

do (ul,-n,u,):ZAi]ul,u-, w, , O (00y,---,u,)|du,.
o |
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