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Topologia algebrica. Sulle estensioni di algebre di Lie. Nota

di RExzo Mazzocco @, presentata ? dal Corrisp. E. MARTINELLI.

SUMMARY. — A classification theorem for (R, F)-extensions of Lie algebras is proved,
which generalizes a classical result of C. Chevalley and S. Eilenberg.

I. INTRODUZIONE

In relazione ad alcune ricerche concernenti I'anello caratteristico di
fibrati, N. Teleman ha recentemente considerato in [4] un nuovo tipo di
estensioni di algebre di Lie che, per la loro struttura (n.2), saranno qui
chiamate (R, F)—estensioni di algebre di Lie.

Ci limitiamo ad accennare per ora che R & un anello commutativo con
unita ed F & una R-algebra commutativa con unita, cosicché FOR. Se in par-
ticolare F = R, si ricade nel caso classico delle estensioni di R-algebre di
Lie @, per le quali sussiste un teorema di classificazione (Theorem 26.2 di [2]).

Scopo del presente lavoro & appunto quello di gencralizzare il teorema
citato. Proveremo precisamente che le (R, F)-estensioni di algebre di Lie
() =0-+>H—P —T -0, con nucleo H abeliano, considerate a meno di equi-
valenza, corrispondono biunivocamente agli elementi di un opportuno gruppo
di coomologia di T a valori in H : #% (T, H) (n. 3).

2. (R, F)-ESTENSIONI DI ALGEBRE DI LIE

2.1. Essendo R, F rispettivamente un anello e una R-algebra come gi
precisato (n. 1), siano H, T, P F-moduli e, relativamente ad R, R—algebre
di Lie.

Consideriamo la successione esatta

(2.1.1) (€)=o H-'+P-"»T—o.

dove v, sono omomorfismi di R-algebre di Lie e inoltre F—omomorfismsi.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche e
Geometriche e loro Applicazioni del C.N.R.

(**) Nella seduta del 29 giugno 1974.

(1) Cfr. N. BOURBAKI [1],§ 1, n. 7, C. CHEVALLEY and S. EILENBERG [2], n. 26, oppure
Séminaire « Sophus Lie» [3], Exposé n. 5.
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Ebbene diremo che la successione esatta (€) é una (R , F)-estensione della
R-algebra di Lie T con nucleo H se sono soddisfatte le seguenti condizions:

(2.1.2) F ¢ un T-modulo;

(2.1.3)  [f1, 2l =S[£1: 0] — (R (8 /)P, , VNfEF e Vp, 2, €P;

(2.1.4) esiste un F—omomorfismo V : T —P tale che ©V = 1;.

2.2. Sono opportune le seguenti osservazioni:

@) Ponendo

(2.2.1) H=x(f , VpeP e VfeF,

si ha che, essendo F un T-modulo, F & un P-modulo.

b) Llesistenza dell’F~omomorfismo V di (2.1.4) comporta che la suc-
cessione esatta (2.1.1) sia speszata come successione di F-moduli; V pertanto
sard chiamato uno splitting della (R, F)-estensione di algebre di Lie.

¢) Identificando H con « (H)C P si ha che H & un ideale in P, e quindi
un P-modulo definendo:

(2.2.2) ph=1[p,%] , VpeP e VieH.

d) Dalla anticommutativitd del prodotto crochet in P e dalla (2.1.3)
si trae:

(223) (21 /2) =S[00, 2+ (=)N) 2y VfEF e Vp,,p,€P.

¢) Dalla (2.1.3) segue, éssendo m F-omomorfismo e omomorfismo di
R-algebre di Lie:

(2.2.4) [fe, 2] =Ft,,t,) — (@, /)¢, , VNfeF e Ve 2, €T.

Infatti si ha

SV @&, V@I =,V ),V #@)]—x @))V (@),

donde la conclusione applicando w® ad entrambi i membri
Dalla anticommutativita del prodotto crochet segue poi in modo immediato:

(2.2.5) [t, /]l =flta, 2] + (1f)22 , Vf€F e Vi, t€T.
f) Discende dalla (2.1.3) anche che, essendo 1'cA (£) = o:
(2.2.6) [fp,21=f[p,2 , VfeF , VpeP e VieH.

g) Essendo P una R-algebra di Lie, se f€ R, la (2.1.3) deve dare
[/2,,2,] =F[#,,2,] e quindi deve risultare:

(2.2.7) (RB))Py=0 , Vp,p,€P o VfER,
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e, applicando m:
(2.2.8) (ta2f)ti=o0 , Vu,eT e VfeR.

%) Se F = R, la struttura di F—modulo su H, T e P ¢& gid ovviamente
assegnata con la struttura di R-algebra di Lie, V: T — P diviene un R—omo-
morfismo e la (2.1.3), tenuto conto di (2.2.7), non esprime altro che [rp, , YAES
=7[p,,2,], V7€R eVp,, p, € P, ma questa ¢ una delle condizioni richieste
perché P sia una R-algebra di Lie, quindi in definitiva si ricade nelle R—esten-
sioni di algebre di Lie. Quanto alla (2.1.2) pud sempre supporsi soddisfatta
assumendo # =o,Vf€eTe VreR.

2.3. Se ()=0—-H-'>P ">T—»0 & un'altra (R, F)-estensione di
algebre di Lie, (€), (&) sono equivalenti, e scriveremo (6)=2 (&), se esiste
un isomorfismo di R—algebre di Lie ¢ F—isomorfismo ¢ : P —P che rende com-
mutativo il diagramma:

3

H
(2.3.1) H
H 0

Oi<5— d
I

3. (R, F)-ESTENSIONI DI ALGEBRE DI LIE CON NUCLEO ABELIANO

3.1. In vista del risultato che ci siamo prefissi di raggiungere (n. 1),
¢ utile fare qualche ulteriore considerazione sulle (R, F)-estensioni di alge-
bre di Lie con nucleo H aéeliano, cioé soddisfacente alla:

(3.1.1) [l1,he]l =0 , Vhi,h€eH.

In quesa ipotesi una (R, F)-estensione di algebre di Lie (&) induce in
modo naturale una struttura di T-modulo sopra H. Infatti poiché per ogni
coppia di splittings V,V’ risulta, essendo al solito #€ T,

V() —V@O=4€H, si ha, se heH,[V' (), =[V(@)+k, k=[V(Q),A],

ed & quindi lecito porre:

(3.1.2) th=1[V(@#),r , VteT e ViheH.
Risulta inoltre:

(3.1.3) (M h=f@h),  YfeF , VieT e VheH;

(3.1.4) LRy =F@R)+ @)k, YfeF |, VieT e VieH.

Infatti si ha

(D h=IV(D, 5 =FIVE, K =fh

e analogamente

t)=[V@O, Pl =FIVO, A1+ &) h=fEh)+ ) k.
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3.2. Per ogni numero naturale 7 sia C3(T, H) il gruppo delle forme
(F, n)-lineari alternanti definite su T” e a valori in H.

Ricordiamo @ che, essendo H un T-modulo (n. 3.1), loperatore di cobordo
d% :Cx (T, H) - Cx™(T, H), dove Ci (T, H)D Ci (T, H) ¢ il gruppo delle
forme (R, #)-lineari alternanti, & definito, V"€ Cx (T, H) eV#1,. .., 4,1 €T,
da:

(3.2.1) )ty bg) =1<Z:,+1(— DL St by, ) +
<i<n
+1<;§<n+1(_ I>l+]cn ([fi , l}] s By, 2y, ;j,. - tn+1)-

Sussiste la seguente
(3-2.2) PROPOSIZIONE. d% (Ci (T, H))CCit (T , H).

Sia ¢" € Cy (T, H); risulta, tenuto conto di (3.1.3), (3.1.4) e (2.2.4), che,

Vi€F e Vi, - €T, dr () (ftr, ta, -+ b)) = () " (ftr  t )+ -+, buyr) +

<—— I>i+1l‘i L‘”(ftl 3 123 y " ')l‘;; Tty tf;+1) +

2<i<n+1

+2<;1+1(_ I>]+J ([ ft, Zj] S bt e b))

+ Z (— I>i+j£”<[l‘i!ij] )leytz,'*')tj:"t)l})"';~ln+1>=
2<i< <nt1 :

:f<t1(:n (Z?l yla, y tﬂ+1)) + Z <——' I>i+1iz' (fcn <¢1?t2). : '71‘;‘)' * 'yl‘n+1>> +
2<iZn+l

E (— I)1+j5”(f[fl:fj]"‘@f)l‘l:l:l,l‘z,"',l:,, sy tayy) +

2</<n+1
_|;< Z< 1(——,I>i+jf£n<[t,',t']’!tlitz?""74’)""tj""rln+1)=
<L <n+
{ . 1 *
=f(1<;+1<__ I>l+ tz' C”<Z1""’t£,“')tﬂ+1)+
<i<n E
_l_i<. Z< +1<_ I)i‘i‘fc”([ti’l‘.] )tl)'")Z;‘,"'gtj;"')tlﬂ,—l)):
Si<jsn |

=fd,;{ (cn) (tl yt tn-{—l) 5
cioe
di (") e CFHH (T, H) .

In forza della (3.2.2) risulta che {Cr (T, H) , dRJuex & un complesso di
cocatene. Posto ker dx =73 (T, H) e Im di "= Bi (T, H), il gruppo di coo-
mologia di dimensione 7 Zi (T, H)/By (T, H) sara indicato con #% (T, H).

(2) Cfr. N. TELEMAN [4], p. 500.
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4. CLASSIFICAZIONE DELLE (R, F)-ESTENSIONI DI ALGEBRE
DI LIE CON NUCLEO ABELIANO

4.1. Sia () una (R, F)-estensione di T con nucleo H abeliano e V un
suo splitting.
Sia Qg : T?—> H l'applicazione definita da:

(4.1.1) Qo 2) =V ([, ) — V&), V()] , Va,teT.

Seguendo [4] chiameremo Qy curvatura basica di (€).
Sussiste la seguente:

(4.1.2) PROPOSIZIONE. Q:T?—>H ¢ wna forma (F,2)-lineare alternante
ed ha cobordo nullo; cioé Qg € Z& (T, H).
E immediato che Qp€Z%(T,H), quindi basta solo provare che
Qg (fty,2) =fQu (¢, ,8), VfEF e Vi ,4€T.
Risulta

Qy (ftr,8) =V ([ftr, ) — [V(ft) , V()] =V (f [t1, o] — (/) 1) —
—fIV@),V@I+ @V @) =fV[a, ] — [V (&), VR =7Q ¢, %)

4.2. Abbiamo appena visto come ad ogni (R, F)-estensione di T con
nucleo abeliano H sia possibile associare un (F, 2)-cociclo Qy € Z¢ (T, H).
Naturalmente €, dipende dallo splitting V:T — P.

Si ha pero:

(4.2.1.) PROPOSIZIONE. Se V e V' sono due splittings di una stessa (R, F)-
—estensione di ‘T con nucleo abeliano H allora Q ~ Qqr; cioe Qy e Qy
appartengono alla stessa classe di coomologia in #% (T, H).

Da nV' =7V =17 si trae che n (V' —V)=0; cio¢ VV—V = ¢
€ C; (T, H), essendo V e V' F—omomorfismi.
Risulta allora

Qu (1, )=V + ) ([tr, &) — [(V+ 1) (1), (V+ ) ()]

e quindi, proscguendo come in [3], p. 5-03, si trova QV,EJQV:.

4.3. SeVe V sono splittings di due (R, F)-estensioni di algebre di Lie
con nucleo abeliano equivalenti: (&) ed (&), allora dalla proposizione precedente,

tenuto conto che (¢') ed ((?) inducono la stessa struttura di T-modulo sopra H,
si ha senz’altro:

(4:3.1) PROPOSIZIONE. Q< Q5.

4.4. Ferme restando le ipotesi fatte su R, F,He T inn. 1 ein n. 2.1.
e che la R~algebra di Lie H sia abeliana e abbia struttura di T-modulo, sup-
poniamo soddisfatte le condizioni (2.2.4), (3.1.3) e (3.1.4) che abbiamo visto
essere necessarie se esiste una (R, F)-estensione di algebre di Lie.
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In queste ipotesi stabiliamo allora ,l:

(4.4.1) TEOREMA. Per ogni cociclo (€ Zg (T, H) esiste una (R, F)—estensione
di T con nucleo H che ha una curvatura basica coincidente con C ¢ che
induce su H la struttura di T-modulo assegnata. Inoltre a cocicli coomo-
loghi corrispondono (R, ¥)—estensioni di algebre di Lie equivalents.

Prima di dimostrare questo teorema ¢ opportuno fare le seguenti osser-
vazioni:
@) Con le ipotesi qui fatte si puod costruire il gruppo di coomologia
Hy (T, H) come in n. 3.2.
6) Poiché T ¢ R-algebra di Lie, dalla (2.2.4), per f€R, segue
(l’zf)2‘1=0, Vl‘l,l‘zeT.

Dimostrazione di (4.4.1). Sia HXT I’F-modulo prodotto cartesiano
degli F-moduli H e T. E noto che ®, essendo ¢* € Z§ (T, H)C Z} (T, H),
se si pone, V (%1,t1), (b2, %) e HXT,

(4.4.2) [(la,t), (ha,t2)] = (e —tan —C (11, 82), [11, 2]),

si introduce in H XT una struttura di R-algebra di Lie.
Se con t:H->HXT e n: HXT =T si indicano gli F-omomorfismi
definiti da v (%) = (4,0) e ®(%k,?) = ¢ si ha che la successione

(4-4-3) @) =0—>H SHXT-">T—so0

& ovviamente esatta. K anche ovvio, tenuto conto della definizione (4.4.2)
del prodotto crochet in HXT, che t e © sono omomorfismi di R-algebre di
Lie. Esiste uno splitting V:T —-HXT che ¢ un F-omomorfismo, basta
infatti assumere V (¢) = (0,%),VzeT.

Proviamo adesso che in H XT sussiste la (2.1.3) cosicché la (&) viene
ad essere una (R, F)-estensione di T con nucleo H. Risulta

[f (1, 20), (B2, )] = ((ftr) o — b2 (flur) — C (ft1, 22) , [ft1, 22]).

Applicando (3.1.3), (3.1.4), (2.2.4) e tenuto conto che { & (F, 2)-lineare si
trova

U, t0), (B, 22)] = (f (L log) —f (e ln) — (8 ) In —
—fC L) [, ] — (B B) =

= Fl0h, 1), Ui, )] — (1) Ui, 1) =

=fa,t), (b, t2)] — (7 (b2, 2) f) U , 11)

ciot la (2.1.3).

(3) Cfr. per esempio [3], Exposé n. §.
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In riferimento alla (3.1.2), giacché risulta in questo caso [V (#),.(£)] =
= [(0,%),(#,0)] = (¢h,0), si ha che la (4.4.3) induce su H la stessa strut-
tura di T-modulo assegnata per ipotesi.

In relazione allo splitﬁ_ng V:T - HXT sopra definito risulta in modo
immediato Qg (41, %) = (G (t1,2),0),V4,2€T e quindi, identificando H
con 1 (H)CHXT, si ha che {2 & una curvatura basica di (£).

Siano adesso ¢, T2 € Z2 (T, H) due cocicli coomologhi, cioé —eB: (T, H)
ed (6)=o0 H—->HxT-->T 0,(&)=o0 H- > HXT " T o,
le (R, F)-estensioni di algebre di Lie associate, come sopra, rispettivamente ai
due cocicli. Sia P=C+dr ("), €CH(T, H). L’applicazione p: HXT—+HXT
definita da:

(4-4.4) ph,)=0x+(@),0),
¢ un F~omomorfismo. Infatti si ha,

VfeF e Yk, ) e HXT, o(f (kh, )= (fh+c"(fO) , f) = (fh+S @), f) =Fo (4, )
e
e, )+ (b2 o) =p(Unthe,ti+ta)=(n+tretc(t+t),t1+t)=
=p(n,t)+p (ke te).

E facile osservare che p & biettiva.

La p & un isomorfismo di R-algebre di Lie. Intanto da RC F discende
che p & un R-isomorfismo. Risulta poi

o[V, ), 2, )l =p (ha—taln—C (11 ,82) , 1, t2]) =
=t —te—C 1,0+ ([, &]), [4, £])

o (br,21), 0 (b2, )] = [Un+ & (1) , &1) (o + 2 () , t2)] =
=1le—talit+tic () —ta () —C (1,8, [11, a]) =
= (/s — taln + 016 () — ta Mtr) — 2 (01, ) — dR (M) (11, 1) [0, £2]) =
= (hhe—taln—C (11, 0)+ ([, 8]), [4, 5]),

quindi p € un isomorfismo di R-algebre di Lie.

Infine poiché risulta p((A)=p(k,0)=1(k) e T(p(h,t)=T(k+
4+, )=t == (k,f) & commutativo il diagramma

o—H->HXT*>T—o0

[

o—>H—->HXT-">T—s0

e quindi (&) 22 (6).
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4.5. I risultati ottenuti in (4.3.1) e (4.4.1) possono cra riassumersi nel
seguente teorema conclusivo:

(4.5.1) TEOREMA. Le classi di equivalenza di (R, F)—estensioni della
R-algebra di Lie T con nucleo abeliano H, inducenti una assegnata strut-
tura di T-modulo sopra H, sono in corvispondenza biunivoca con gli ele-
ments del gruppo di coomologia Hie (T, H).
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