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Geometria differenziale. — Eine Integralformel f ü r  hyperbolische 
Geradenkongruenzen. Nota di N ik o la u s  K. S t e p h a n id i s ,  presen­
t a t a (,) dal Socio E. Bom piani.

R iassunto. — Studio di una classe particolare di congruenze iperboliche di rette in uno 
spazio euclideo tridimensionale.

Betrachtet werden eine hyperbolische Geradenkongruenz und das Kur­
vengewebe auf der Mittenfläche der Kongruenz, das durch die SANNIA- 
schen Hauptflächen ü) und eine Schar der Torsen bestimmt wird. Die sphä­
rischen Bilder der Hauptflächen seien durch co31 =  o , co32 =  o bestimmt. 
Es bezeichne q (bzw. q) die geodätische Krümmung von o>31 =  o (bzw. cn32 =  o), 
P1 i P2 die Hauptdralle, k die Krümmung der Kongruenz, <o31 A 3̂2 das 
Flächenelement des sphärischen Bildes und k\ die Gewebekrümmung. Die 
PFAFFsche Ableitung längs co32 =  o (bzw. co31 =  o) wird mit Vi (bzw. V2) 
bezeichnet. Es wird gezeigt:

j ^32) f ^  ( A ) 0)3i+V2 log Al co32) =  — I  fkx ]/— ico31 Aw32.
3G 3G G

Mit Hilfe dieser Integralformel wird bewiesen:

SATZ. Hat eine hyperbolische Geradenkongruenz zwei der folgenden drei 
Rigenschaften\ (a) Das sphärische Bild der Hauptflächen ist isotherm, (b) Die 
Hauptflächen und irgendeine Schar der Torsen schneiden die Mittenfläche der 
Kongruenz in, einem Sechseckgewebe. (c) (p2IPi) =  a (u) b (v), so besitzt sie auch 
die dritte.

i. Eine Geradenkongruenz des dreidimensionalen euklidischen Raumes 
sei durch die Mittenfläche

(1.1) OP =  V (u ,v)

und den Richtungseinheitsvektor es (u , v) dargestellt. Die Funktionen 
P (u,v),ez(u',v) seien aus der Differenzierbarkeitsklasse C3 in einem einfach- 
zusammenhängenden Gebiet G der (ü , v)—Ebene. Es wird ferner angenom­
men, dass die Kongruenz eineindeutig sphärisch abbildbar ist. Wir ergänzen (*)

(*) Nella seduta del 29 giugno 1974.
(1) G. SanniA , Geometria differenziale delle congruenze rettilinee, «M athematische 

Annalen», 68, 409-416(1910).
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ez (u , v) zu einem orthonormierten Dreibein durch die Vektoren e1 (u , v), 
c2 (u » v), so dass { e1 , e2 , e3 } ein Rechtssystem ist. Wir setzen

(1.2)

(i-3)

Dann gelten

( m )

3
dP =  2  * = 1

3

l=l

=  °>

j  =  I , 2 , 3.

o y  =  1 , 2 , 3 ,

sowie die Integrabilitätsbedingungen, die man durch Anwendung des POIN- 
CARÉschen Satzes erhält:

0-5) d A dP =  o,

V 6) d A toji e(j =  o , j  =  1 , 2 ,  3.

Hierin bezeichnet df\cù das äussere Differential der Form co.
Es existieren Funktionen /  (u , v), m (u , v), n (u , v), so dass für die 

Differentialformen 04 , g2 gilt:

(X-7) C7! =   MC031  0̂)32,

(ï.8) o-2 =  /co31 +  mcùZ2 •

Dann ist

( L 9 )  ^^31 ~f~ 2 M6>32 CO32 +  %&>32 ~  O

die Differentialgleichung der Torsen der Kongruenz. Für das Krümmungs- 
mass k und die mittlere Krümmung h der Kongruenz gelten die Beziehungen

(1.10) Cj A<?2 
CO31  A ^ 3 2

=  ln ■

2 h _ ’Ll A W31 T  <*2 A <*>32
tó3lAw32 =  /  +  n

wobei das äussere Produkt von Differentialformen mit A bezeichnet wird. 
Geometrisch bedeutet co31 [\ co32 das Flächenelement des sphärischen Bildes 
der Kongruenz.

Die SANNIAschen Hauptflächen (kurz S-Hauptflächen) sind die Regel­
flächen der Kongruenz, für die der Drall Extremwerte annimmt. Die Diffe­
rentialgleichungen co31 =  o, o)32 == o liefern genau dann die S- Hauptflächen 
der Kongruenz, wenn m (u , v) =  o fur jedes (u , v) e G gilt.
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2. Wir nehmen nun an, dass die Kongruenz hyperbolisch gekrümmt ist, 
dass also für jedes (u , v) G G k <  o gilt. In diesem Fall sind die beiden Torsen­
scharen reell und voneinander verschieden. Wir betrachten eine der Torsen­
scharen und die zwei Scharen der S- Hauptflächen der Kongruenz. Diese 
drei Scharen von Strahlflächen schneiden die Mittenfläche der Kongruenz 
in einem Kurvengewebe. Wir führen die S-Hauptflächen als Parameter­
flächen ein. Dann ist

(2.1) /  (u , v) n (u , v) <  o V (u ,v) e G,

und ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, 
dass

(2.2) /  (u , v) >  o , n (u , v) <  o V (u , v) e G

gilt. Eine Schar der Torsen der Kongruenz hat als Differentialgleichung

(2.3) y lwz 1 +  ]/  720)32 =  O .

Es sei Rjl das Kurvengewebe, das durch die S- Hauptflächen und die Schar
(2.3) bestimmt wird. Wir bezeichnen mit k\ die Krümmung von R i. Wir 
betrachten die PFAFFschen Formen

(2.4) =  y Ä*>3i , 92 — V nCÙ32 i 93 == I//CO3I y---n 0 i32 •

Als Differentialgleichungen des Kurvengewebes Ri können wir die Gleichun­
gen 9X =  o , z =  1 , 2 , 3  nehmen. Für den Zusammenhang von Rx gilt

(2.5) Yi =  Ä2 <pi — Ai 92 =  >̂3 92 — K  93 =  K  ?3 — 3̂ 9i > 

wobei gesetzt wurde:

(2.6) dA9y =  ^ Ö ,  2 = 1 , 2  , 3,

(2.7) ' Û =  9i A 92 =  92 A 93 =  93 A 9i •

Bezeichnen wir mit Vi (bzw. V2) die PFAFFsche Ableitung längs o>32= o  
(bzw. co31 =  o) und setzen

(2.8) d A o>31 =  ĉo31 A w32 ,

(2.9) d A w32 =  ço)32 A cù31 ,

so finden wir nach kurzer Rechnung
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Somit erhalten wir

(2.12) 2 Tl =  (Vx log (— n ) ~  2q) co31 +  (V2 lo g /— 2q) co32 .

Andererseits gilt für die Krümmung des Kurvengewebes

(2.13) ,* d/\Yi
= n

Das Gebiet G sei so gewählt, dass der Stokessche Integralsatz

(2,I4) j Ti =  |^ d  ATi (dG =  Rand von G)
so ' G

anwendbar ist. Beachten wir, dass für die Dralle p 1 , p% der Hauptflächen die 
Formeln

(^■5) A = t

gelten, so finden wir aus (2.12), (2.13) und (2.14)

(2-16) / (7« 3i A ^«32) +  77 /'(V i log (— p 2) w31 +  V2 log A  w32) =
SG £G

=  —j j  i ~  k « 31 A <032 .
G

In einer früheren Arbeit ([5], S. 7) ist folgende Integralformel hergeleitet 
wordep:

(2-17) I { (2 <7 +  Vi log ( ^2)) 3̂1 +  (2 Ç +  V2. log PP) co32} =
SG

=  f f { Vi V2 log P i— v 2 Vx log (— A) +
G

+  tV \ 1°£ (— A) — ? V2 log A  — 2 (v2 q — Vi q) } «31 A «32 •

Da das Gebiet G beliebig ist, erhalten wir aus (2.16) und (2.17) für die Gewebe- 
krümmung folgenden Ausdruck

(2.18) £ = - 2f— k { Vx V2 log A  — V2 Vx log (— A ) +

+ ?Vi log (— A) — ?v2 log A — 2 (V2 q — Vx q)) ■
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Bemerkung. Analog sei R2 das Kurvengewebe auf der Mittenfläche der 
Kongruenz, das durch die S—Hauptflächen und die andere Schar der Torsen

(2-I9) y/oo31— ]/— ncù%2 =  o

bestimmt wird. Es bezeichne y2 den Zusammenhang und kt die Krümmung 
des Gewebes R2. Man findet die Beziehungen

(2‘2°) Ï2= Y l ,

(2 .21)

3. Das zweite Randintegral der Formel (2.16) ist für jedes SG gleich Null 
genau dann, wenn der Ausdruck

(3*I) co =  Vi log ( pf) fc>3i +  V2 log Pi co32

ein vollständiges Differential ist. Setzt man

(3-2) <*>3i =  1'̂  du , CO32 = ) l gdv  \ e >  o , g  >  o V (u , v) e G,

so ist

(3• 3) Vx log (— p 2) =  —  ~  log (— p 2)

(34) V2lo g P ^ - T f - l o g P , ,

und daher gilt

(3-S) «  =  f  log '(— A ) du +  —  logp 1 dv .

Somit folgt: Die Differentialform co ist genau dann ein vollständiges Differen- 
tial, wenn

(3-6) j L  =  a(u)b(v)

ist, wobei a (it) (bzw. b (v)) eine Funktion von u (bzw. v) allein ist. Gilt für 
jedes Gebiet G die Beziehung (3.6), so gilt auch die Integralformel

(3-7) j (?«31 +  = ---  I [ f l  i'--k C031 A «32 •
3G -G

Umgekehrt: Gilt (3.7) für jedes Gebiet G, so gilt auch die Beziehung 
(3.6). Zu den Kongruenzen, für die (3.6) gilt, gehört jede Normalenkongruenz, 
denn es ist k =  o , also A  +  Pz—o.
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Das erste Randintegral von (2.16) verschwindet für jedes dG genau 
dann, wenn

(3.8) V2 q — Vi? =  0

gilt, also genau dann, wenn das sphärische Bild der S-Hauptflächen ein Iso­
thermennetz ist. Bekanntlich ist ein Kurvengewebe genau dann ein Sechseck­
gewebe, wenn die Gewebekrümmung identisch Null ist. Aus dem Voran­
gegangenen und aus (2.21) folgt der Satz, der in der Zusammenfassung ange­
geben wurde.
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