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G eom etria. —  U na lim itazione  p e r  i l  volum e d i u n  sim plesso  
n —dim ensionale avente spigoli di date lunghezze. N o ta  d i G a b r i e l e  

K o r c h m a r o s ,  p r e s e n ta t a (,) d a l S ocio  B. S e g r e .

Summary. — A conjecture stated by D. Veljan (concerning the volume of an «-dimen
sional simplex) is proved, and an inequality for any set of n -f- 1 real positive numbers is 
deduced. (For a general approach to inequalities of the type of the one here obtained, see B. 
Segre [7]).

È noto che per il volume | V  | di un simplesso A x A 2 • • • A K+1 dello spazio 
euclideo ^-dim ensionale si intende la quantità:

! V  I =  i Ini - | D I

Cì l  c12 * ' * cln  1 

tv __ 2̂1 2̂2 c ln  1

^«+1,1........... 1
essendo A,- =  (ca  cin).

E classica la lim itazione per il valore di tale volume data  da H adam ard

1/ n
2  (fu  —  cj i f  ia lunghezza dello spigolo 

A i Ay (1 <  i  < j  <  n +  1) del simplesso A x A 2 • • • A n+1, risulta sempre

(3) i v i < ^ n \ y
n- i = l

l’uguaglianza essendo verificata se, e soltanto se, le n re tte A- Ay uscenti dal 
punto A j (i ~  i , 2 , • • •, n +  1 , i =f= / )  sono tra  loro due a due ortogonali.

M oltiplicando fra di loro le disuguaglianze per j  che varia da I a n +  1 
e poi estraendo la radice (n +  i)-esim a, si giunge alla:

(4) I V  I <Ç i \n\ a 2J.n + 1 #
i<#<y<*+i tJ

(0
dove

(2)

D. V eljan enunciò sotto form a di congettura [6] una migliore lim itazione della (4) 
cosi derivabile da quella di H adam ard  per il volume del simplesso, e precisa
m ente la

(S) V < i /ni j/-n +  i 
2 n TÏ1<*</<»+!

a2J.n+1,
*j  ì

(*) Nella seduta del 29 giugno 1974.
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l’uguaglianza caratterizzando i simplessi regolari (a spigoli uguali). Volendo 
esprim ere la cosa con il linguaggio dei determ inanti:

(6) I D I <  1/ XJ { (pii 9l)2 +  * * * +  (f i ,  n    Cjt n)2 }

essendo verificate l ’uguaglianza se, e soltanto se, le n (n +  i)/2 espressioni 
entro graffe sono a due a due uguali fra loro.

Nel presente lavoro dim ostriam o la congettura di Veljan, risu ltato  dal 
quale deduciam o poi una disuguaglianza fra num eri reali positivi.

I. L a dim ostrazione si svolge m ediante induzione completa. Il primo 
valore di n per cui l ’affermazione è non banale è n =  2. Si deve quindi p ro
vare che, per l’area F  di un triangolo di lati a , b , c , è valida la lim itazione

(7) F  < U ( a b c f \

La (7) si verifica assai sem plicem ente nel modo seguente. A bbiam o com ’è 
ben noto

F =  1/2 ab sin y =  1/2 bc sin a =  1/2 ca sin y, 

dove a , ß , y siano gli angoli rispettivam ente opposti ai lati a , b , c , e quindi 

F3 =  i / 2 da2 b2 c2 sin oc sin ß sin y .

Siccome da oc +  ß +  y =  n

( V T Ÿsin a sin ß sin y <  I J ,

così ne discende subito la (7). L ’uguaglianza sussiste qui se e soltanto se 
a =  ß =  y, eppertanto  nella (7) se e soltanto se a =  b =  c.

Poggeremo la dim ostrazione indu ttiva  del caso generale sui due seguenti 
noti risultati.

I. Indicheremo il  simplesso n-dimensionale A ± A 2* • -An+1 con V, le sue 
facce (n —  1 ̂ -dimensionale con Vz- (i ~  1 , 2 , • • •, n +  1); inoltre, se \ X | è 
un simplesso k-dimensionale nello spazio euclideo n-dimensionale (2 <  k <  n) 
allora | X | denoterà i l  suo volume k—dimensionale. Fissato un punto O interno, 
al simplesso V, e designato con OB,- =  % i l  vettore unitario e ortogonale sulla 

faccia A x • • > A,-_x A,-+1 • • • A n+1, i  vettori ul J u29- - - i u{^  , ui+1, . • . , un+1 

definiscono nello spazio euclideo n-dimensionale un simplesso n-dimensionale 
U; ( i=  i , 2 ,* • - , n  +  1). Ebbene, tra i  valori | V  | , | V i | } ed \ XJfi intercede 
la seguente rèlazione [1 ] :

n—1
(8) I V I =  i /* y»! (n — i)! I V, I I V2 | • • • | Vf_x | | V,+11 • • • | V .+11 | U , | .
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IL  U  unione dei simples si U,- è manifestatam ele un simp lesso n-dimen- 
sionale, iscritto nella sfera d i centro O e raggio unitario, che denoteremo con U. 
Risulta allora

(9) | U | < (n +  i )”+1/8 
n\ nn̂

dove l'uguaglianza sussiste se, e soltanto se, U è un simplesso regolare [3].

F atte  queste premesse, supponiam o com ’e lecito, n >  2. Dalle (8), m ol
tiplicandole a m em bro a m em bro, segue

n—1

! v  f +1= —  fc* -  o r +11 Vi 1" • • • 1 v„+1 r  1 Ui 1 • • • 1 u„+11 («!)"+1.

Poiché, per il classico teorem a delle due medie,

(io) 1 U t I 1 U a 1 • • • I U , +1 1 <  (-!Ul 1 + 1 U«J/ ‘ ' 1u «+*11*+1
l n +  I )

ed inoltre, in conseguenza della (9),

IU , 1 + [ U 2 | +  ---  +  | U „ +1 | =  | TJ |  < ^ +X f  ,
ni nn>2

ne risulta:

I v  \n+1-<:—  11 Vi !” • • • I VB+1 f (n -  i)F+1 (n + .
n "r

Ora, in virtù dell’am m essa induzione, si ha

I V i n  V 2 I* • . . I VK+1 r <  {nnl2l{ (n— i)\}” Y l a f r V>

sussiste dunque la

1 v  r+i<  { i/(«!)"+i> {(» +  9 i2nr + i <2 n  4

e quindi la (5). E poi orm ai facile verificare che, in base al procedim ento seguito 
l’uguaglianza sussiste nella (5) se, e soltanto se, V  è un simplesso regolare.

2. Se Xi , X2 , • • * , X„+i denotano 1 param etri reali positivi arbitrari, 
ad essi si può associare un simplesso ^-dim ensionale V, dotato di ortocentro, 
per il quale (ved. [2]) sussistono le

(” ) 4  =  h  +  ,

( I2) ni 1 V I2 -  A, X2 • • • XB+1 +  ~  +  • • • +  — ) •
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Sostituendo le (i i), (12) nelle (5), con un calcolo semplicissimo si ottiene 
la seguente disuguaglianza:

«+1
( J3) i f  ^1 ^2 * ‘ * ^n+ll[(n +  i) X,-] <  G (X; , Xy)

i —l

dove G , Xy) indica la m edia geom etrica degli n (n +  i)/2 num eri (X,- +  Xy) /2  
C1 +  Nella (13) le X denotano n 1 num eri reali positivi
qualsiasi; in essa, in base a ciò che precede, l’uguaglianza sussiste se e soltanto 
se X1 =  X2 =  • • • =  'Kn+1 •

Procedim enti generali per stabilire disuguaglianze del tipo della (13), 
con 1 uguaglianza valida se e soltanto se gli argom enti che in esse compaiono 
risultano uguali fra loro, sono stati in trodotti ed am piam ente utilizzati in 
B. Segre [7].
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