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Fisica matematica. — Sw//a formulazione variazionale — espressa
nello stress — del problema dell’equilibrio dei corp: elastici con un
vincolo di appoggro unilaterale liscio™. Nota I di Turrio VALENT,
presentata *? dal Corrisp. G. GrroL1.

SUMMARY. — We study the analytical problems connected with a variational formu-
lation—expressed in terms of the stress—of the elastostatic problem when an unilateral
supporting constraint without friction is present.

Such a formulation is compared with a variational formulation expressed in terms of
the displacement.

This Nota I is the first section of the paper; the second section will appear in Nota II,
fasc. n. 6, of this volume.

Proseguendo lo studio delle questioni analitiche connesse con la formu-
lazione variazionale — espressa nello stress — del problema elastostatico in
presenza di vincoli unilaterali, nel presente lavoro si considera una classe di
stress « staticamente ammissibili » piti ampia di quella considerata in un pre-
cedente lavoro @ e si perviene ad un teorema generale di esistenza e di unicita
nello stress, da cui discende un teorema di esistenza nello spostamento.

Si confronta il «problema unilaterale» nello stress (qui studiato) con quello
nello spostamento (« problema di Signorini »).

Si fa vedere come l'assunzione dello stress — anziche dello spostamento —
quale incognita fondamentale permette, essenzialmente, di evitare ipotesi di
natura analitica, non sempre fisicamente accettabili, sulle funzioni che inter-
vengono nelle equazioni costitutive. [Vedi Osservazione 1].

I. PRELIMINARI

Sia Q un aperto connesso e limitato di R”,38Q la sua frontiera, ¥ una
parte di 8Q, x = (x,) il punto generico di Q (chiusura di Q), dx = dx, - - - dx,,,
v=(v;) il versore della normale «interna» in ogni punto regolare di 2Q.

Si indicherad con Lk (Q) 'insieme delle funzioni reali di quadrato somma-
bile secondo Lebesgue in Q; con Lk (3Q), Li (%), Lk (0Q — 2) gli insiemi delle
funzioni reali di quadrato sommabile per la misura ipersuperficiale di Le-
besgue @ rispettivamente su 3Q, su T e su 8Q —X; con Cg (Q) linsiemie delle
funzioni reali definite in Q e ivi continue con le derivate parziali prime.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per la Fisica Matematica del
CN.R.

(**) Nella seduta del 28 maggio 1974.

(1) T. VALENT, Questioni di esistenza e di unicita per il problema elastostatico con un
vincolo di appoggio unilaterale a supporto rigido nel caso di piccole deformazioni, « Rend.
Sem. Mat.», 50, Padova (1973).

(2) Naturalmente, & sott’ inteso che 3Q, X e 9Q — X siano tali da poter definire su di
essi la misura ipersuperficiale di Lebesgue.
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L} (Q), L2 (3Q), Ly (8) , L2, (0Q—X), Cks (Q) denoteranno gli insiemi
delle funzioni (vettoriali) a valori in R” di cui le funzioni componenti appar-
tengono rispettivamente a Li(Q), LR (3Q), Lk (Z), Ly (eQ — ), Ck Q).

S denotera lo spazio di Hilbert delle matrici quadrate simmetriche di
ordine 7 su L% (Q) con il prodotto scalare ®

G;T—_><G’T>=fcijz:idx: G:T(:S;

o)
sara allora

Iwlig= 23, | =2 dx.
1
Q

H denotera lo spazio di Hilbert che si ottiene per completamento funzionale
di C;n(Q) rispetto alla norma

1/2 n n Y\ 1/2
vrloly= (1ol o +le@iE) = (S f e+ X [ o)
R” 1 8 1 5
ove

& @)=+, +2) (v,.,jzgw) ;e @)= (e @i jtrrim-

X.
7

I vettori di H appartengono a L2, (Q) e, per essi & definito @ — nel senso
forte di Friedrichs — l'operatore differenziale € risultando ¢ () € S.

+Sia # l'insieme di vettori (di H) del tipo x —>¢+ yx, ove ceR* e y ¢
una matrice quadrata.di ordine 7 su R emisimmetrica (vettori del tipo degli
spostamenti rigidi infinitesimi) e sia & 'insieme dei vettori ¢ (di H) tali che

fe,—dx=0 s f(e,-xj——ejxi)dxzo
a .

(vettori equilibrati in Q).

Z & palesemente il nucleo dell’operatore &; in quanto sottospazio di H
di dimensione finita, £ ¢ chiuso in H.

Poiché — come facilmente si verifica ® — & ¢ il sottospazio di H ortogonale
a Z,H & somma diretta topologica di £ e di Z:H=6® Z.

'(3) E sott’inteso il segno di somma su ogni indice ripetuto.

(4) v eH se e solo se esistono o = (uﬁ) €S e qualche successione {##} in Ci‘n(Q)
tali che

lim | (@f—o)?dr=0 , lim [ [¢;@")—a;Pdr=0, (i,j=1,--,7).
k—>o00 , %—>o00 7 7
Q Q

o risulta indipendente da {##}; ponendo allora & () = % ec (v) =, 'operatore differen-
ziale & viene esteso ad H.

(5) Cfr. T. VALENT, Unra decomposizione di uno spazio hilbertiano avente interesse e
significato in Meccanica, « Rend. Acc. Naz. Lincei», 52 (febbraio 1972), in cui, a p. 183,
c’¢ la verifica di un fatto analogo che si pud trasportare, inalterata, al caso nostro.
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Ogni v € H pud dunque scriversi in uno e un sol modo nella forma

=¢,+7,, con ¢, € &, 7, € X, dircnio che e, & la parte equilibrata in Q di v.

Facciamo T'ipotesi che Q sia tale che sussistano le seguenti maggiora-
zioni:

(1) 1nf | v+ 7’” ; @ = eu”L;n(Q) <lille(@)l

n 1/2
@) 1915 o= (32 [ 2a0) "< malol,
R oQ

per ogni v € Cg3(Q), essendo 4, A due numeri positivi dipendenti soltanto
da Q; ¢, ¢ la parte equilibrata in Q di 2.

Le (1), (2) sussistono per gli aperti Q che normalmente interessano le
applicazioni e lasciano alla frontiera di Q larga generalitd; esse sono senz’altro
vere, ad esempio, se Q & un «campo propriamente regolare», secondo la
definizione data da G. Fichera ®,

La (2) permette di definire la traccia su @Q di ogni vettore v € H.

Infatti, in virtd di (2), lapphcamone lineare v—v|,, di R,,(Q) in

(aQ) ¢ continua se la norma su CR,Z (Q) & ||-ll; pertanto essa ha un (unico)
prolungamento continuo ad H che definisce la traccia su ?Q di ogni elemento
di H.

Poniamo #*= {r € #:7;v;= 0 quasi ovunque su Z}; %" & in altri
termini, l'insieme dei vettori del tipo degli spostamenti rigidi infinitesimi
¢tangenti» a X,

Z" pud contenere soltanto il vettore nullo; in ogni caso esso & un sottospazio
lineare chiuso di # e quindi di H.

Indicheremo con P* il proiettore di H su Z*.

Sia V= {v€H :v;v;, >0 quasi ovunque su X}; V ¢&, palesemente, un
cono convesso 'chiuso di H.

Siarno assegnati f € LR,, Q) ,g€ LR” (0Q2 — %) tali che, posto

F(v) = ffv dx+fg,v do VoeH,
-3
risulti

3) F»r<o VreZNV,
il segno di uguaglianza avendosi se e solo se » € Z".
(6) Cfr. G. FICHERA, Problemi elastostatici con vincoli unilateraliz il problema di Signo-

rini con ambigue condizioni al contorno, «Mem. Acc. Naz. Lincei», ser. VIII, 7 (5) (1964),
109-115.
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Sia
F={r€S:(r,e(@)+Fl)<o VveV}=

=%TES:fT U(z;)dx—l—/f v, dx—}—/g,zr de <o VvEV%
Q

Q-3

I' & un convesso chiuso ™ di S.

Siano inoltre assegnate le funzioni @, (2,7, /4, k=1, -, n), definite
in Q, ivi misurabili ¢ quasi ovungue limitate, tali che @ijie = T = Ay ©
che, posto

a(c,r):fa,»j,,kcﬁr,,kdx Vo,T€S,

Q

la forma bilineare simmetrica 2 su S sia definita positiva ®: cio¢ risulti
a(vr,7)>0 VreS,r=o0.
Poniamo

F(H)=—2a(r,7) VreS,

I1 funzionale reale &, definito in S, & continuo, al pari della forma bili-
neare @, come immediatamente si verifica tenendo presente che le @3 SONO
misurabili e quasi ovunque limitate.

2. PRECISAZIONE DEL PROBLEMA ANALITICO
TRADUCENTE QUELLO ELASTOSTATICO

Posto 7 = 3, Q rappresenti la configurazione di riferimento — che sup-
poniamo di equilibrio naturale — di un corpo elastico soggetto a un vincolo di
appoggio unilaterale liscio, di cui si voglia studiare I’equilibrio isotermo nel
caso di piccole deformazioni.

Se X ¢ la parte di 3Q (eventualmente concidente con 3Q) che, nella con-
figurazione di riferimento, si trova a contatto dell'appoggio, f la densith di
forza di massa, g la densitd dclla forza superficiale assegnata su oQ— 3
(se 9Q—Z% ha misura positiva), I' rappresenta I'insieme degli stress =, con
componenti cartesiane ortogonali <; di quadrato sommabile in Q, che soddisfano

(7) Se veTl e {<%} & una successione in I’ convergente a 7, si ha (t4,¢ (v)) + F () <o
V2 €V qualunque sia il numero naturale 2, nonché llm (7%, e (2)) = ('r e (v)) YzeV, essendo

€ (v)eS; se ne deduce (t,¢ (@) + F (z) <o Vo eV, cio¢ 7 eI )

(8) Ci si rende conto facilmente che supporre @ definita positiva equivale a supporre
che, quasi ovunque in Q, risulti @t (x) Y,; Yz > O per ogni matrice simmetrica y = (y,) <=0
di ordine 7z su R.

Osserviamo che la definizione della forma bilineare @ su S ha senso perché, avendo
supposto le a,, n misurabili e quasi ovunque limitate in Q, la funzione a, T,, ¢ inte-

i7hE zj
grabile in Q qualunquc siano ¢, 7 eS.
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al principio dei lavori virtuali, V rappresentando l'insieme degli spostamenti
virtuali (appartenenti allo spazio H).

Le (v, e (@) + F (v) < o, scritte per ogni v € V — traducenti, chiaramente,
il principio dei lavori virtuali — costituiscono una formulazione debole del
problema differenziale seguente:

& i = Ji in Q
TV, =&; su Q—2X
@ -

( Ty V;4; = 0 V! tangente a X ! su >

Ty V;V;, =0

Si noti che agli stress © di I' — che potremmo chiamare staticamente ammis-
sibeli — non solo non si richiede di essere derivabili nel senso ordinario (fatto
nen richiesto, peraltro, dal problema fisico), ma non si impone nemmeno che
ad essi corrisponda una reazione vincolare esprimibile mediante una funzione
di punto, potendo invece I’intensitd della reazione del vincolo essere espri-
mibile da una misura di Borel non assolutamente continua rispetto alla
misura superficiale di Lebesgue ©.

Serel, 1 € Ck (Q) e Q & sufficientemente regolare, si riconosce che t
verifica effettivamente le (4). .

In ogni caso ogni 7 € I' verifica in Q le t;,, = f;, la derivazione essendo
intesa nel senso delle distribuzioni.

La legge costitutiva del corpo elastico sia espressa da

(5) ey () = —aymon , @eH,cel);

F (o) rappresenta, allora, 'energia potenziale elastica in corrispondenza dello
stress o.

Affinche o €I’ sia soluzione del problema elastostatico deve esistere
# €V legato a o da (5): ciog, non solo ¢ dev’essere « congruente » (in senso
generahzzato) ma occorre che, degli spostamenti z € H che si ottengono da
o tramite (5), (almeno) uno appartenga al convesso V.

Si osservi, inoltre, che — almeno quando o,; € Ck (Q) - il vincolo di appoggio
unilaterale (con possibilita, quindi, di distacco) liscio impone che si abbia
#;v; = o sulla parte di ¥ ove risulta o, vv;> 0 e cid & equivalente, se Q
¢ sufficientemente regolare, alla condizione integrale

(6)  (c,e(@)+F@=o.

(9) In T. VALENT, lavoro citato in (1) ho considerato un insieme convesso di stress
staticamente ammissibili meno ampio di questo; neppure in quel lavoro si esigeva che lo
stress fosse derivabile nel senso ordinario, perd si prendevano in considerazione solo quegli
stress cul corrisponde una reazione vincolare esprimibile da una funzione di punto (di
quadrato sommabile).

In un prossimo lavoro si vedra piti chiaramente in quale senso le (7, ¢ (2)) + F(») <o
Vv eV costituiscono una formulazione debole delle (4).
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Infatti @0)

<c,s<u>>+F<u>=j ,,<u>dx+ff,u dx+J

H

30—=
f i W J"u\’”dc’i"ffau dx +
2Q o
—I—Jg,udcr——f(f, G, ;) U; dx—l—f(g, 6V;) t; +
-3 %03

+ f(o‘,-j v;v;) (v, %) do = f(o-,-j v V;) (v ;) do
) >

d’onde la conclusione, essendo 6,;v;v;=>0 e v, %, >0 quasi ovunque su X.
Conveniamo di chiamare 7eale uno stress o € I' se esiste # € V tale che
sussistano (5), (6).

In questo lavoro [costituito della presente Nota I e di una successiva
Nota II] proveremo che:

(@) T' non & vuoto;

(6) Condizione necessaria e sufficiente affinché uno stress ¢ di I' sia
reale & che o renda minimo & in T

(¢) & ha senz’altro minimo in I' se ¢ soddisfatta una certa condizione
sulle funzioni .

(10) Se cijeC:!,, (_(—I) e u e H, sussiste la formula (di Green)
* [ _ .
*) . / Sy € (u) dx = ] i % dx [ O,V U do .
Q Q R
Infatti, se {#*} & una successione in Cllz,, (Q) convergente a # secondo la norma di H,

si ha, in base alla maggiorazione (2), al fatto che 5, eL2 Q,o g € L; ), Oy V€ L% (3Q),
e che la convergenza in norma implica la convergenza debole,

k->00

lim S € (u Ydx = /_ Sy €5 (#) dx
Q

]
k—>o0

lim ulukdx [ v”.u.dx
Q

él_l:f;o / cl.jvjz/fdc= / c‘.jvj.uz.dc;
¢ aQ
poiché, d’altra parte, essendo uéeCll{n (Q), risulta
/’cue (u)dx——[ ,,]uédx——-/c v; u do,
Q Q3

se ne deduce il sussistere di (¥).
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Avremo cosl — per il problema elastostatico — un teorema di esistenza e
di unicita, espresso nello stress, in S, a cui corrisponde un teorema di esistenza,
espresso nello spostamento, in H.

Mostreremo, inoltre, che:

(@) Se le funzioni &, legate @1 alle @, dalle relazioni @iiys b =
=1/2 (8,;, 84+ 3, 3,;) (essendo §,; il simbolo di Kronecker), sono — al pari delle
@ s — limitate quasi ovunque in Q, il problema unilaterale consistente nel
minimizzare & in I' ¢ «equivalente» a quello di minimizzare in V il fun-
zionale reale che da I'energia potenziale in funzione dello spostamento.

OSSERVAZIONE I. Se b, sono le funzioni legate alle a;;; dalle relazioni
az’jr.r éijl:k = 1/2 <8ﬂ; S:k + 87k 8:11)) da’ (S) si ottiene '

6y = — by e (20) .

Normalmente si fa l'ipotesi che le funzioni 4,,, siano limitate (quasi
ovunque) in : tale ipotesi & — in effetti — imposta da esigenze analitiche quando
viene assunto lo spostamento quale incognita fondamentale del problema.

Qualora, invece, la formulazione variazionale del problema elastostatico
viene espressa nello stress (come nel presente lavoro), non & necessaria (12)
la limitatezza delle funzioni 4, n& a livello di formulazione del problema
né, come si vedra, per il sussistere di alcune proprietd fondamentali — quale,
ad esempio, la proprieta (4) enunciata sopra — anche se, come si vedr3, si riesce
a dimostrare facilmente che # ha minimo in I' ammettendo una condizione
sulle @, che implica la limitatezza quasi ovunque in Q delle biinae

Si osservi che lipotesi di limitatezza (quasi ovunque) per le funzioni @i
—che noi qui ammettiamo ~ appare pis in conformita con il fatto fisico, che il
problema analitico vuole tradurre, dell’ipotesi della limitatezza (quasi ovunque)
delle b,;,, per il motivo che — nel caso di piccole deformazioni — lo stato elastico
¢ da considerarsi pitt vicino allo stato rigido che a quello della materia
disgregata. !

Supponendo le &, limitate in Q non si potrebbe considerare, per esempio,
il caso di un corpo elastico Q che, al tendere di » (in qualche modo) a un punto
della frontiera di Q, tende a diventare rigido; questo caso, invece, & compa-
tibile con lipotesi della limitatezza in Q delle a,.

3. I' NON & vuoOTO

Torniamo al caso generale che 7 sia un numero naturale qualunque.
La condizione (3) ¢ chiararamente necessaria perché I' non sia vuoto:
si pensi, infatti, che ¢(?) =0 Vove4.

(11) Le funzioni 4,34 sono definite quasi ovunque in Q, a causa dell’ipotesi @ (v, T) > o
V7 eS, v==o0. [Cfr. (8)].
(12) Almeno quando non si affrontano problemi di regolarizzazione.
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Dimostreremo che se (come abbiamo supposto fin dall’inizio) il segno di
uguaglianza in (3) si verifica se e solo se 7 € #*, la condizione diventa sufficiente.
Premettiamo il seguente

LEMMA 1. L’insieme numerico {F (v):v €V ,[le(@)| <1} & superior-
mente limitato 13),
Per convincersene si ammetta, per assurdo, che tale insieme non

sia superiormente limitato: allora esiste una successione {z*} in V tale
che [[e (@) [ < 1 e che

@) lim F (%) = + oo.
k—>00
Possiamo senz’altro supporre P*(vf) = o, dato che F () = o Vre %"
La (7) implica, a causa della continuitd di F in H,

<8> lim H ot ”H = _{— oo
k—>00
e quest’ultima, scritto ¢* nella forma e* 7% con et€ &, rt€ %, implica
(©) I ek
im ——=o0
2 k—>00 “ vk i ’
perche, essendo || e (%) [|¢ < 1, la successione {]| ¢*||;} ¢ limitata.

Posto (per ogni 4 sufficientemente grande) w* = o*[| * ||, si ha [[w* ||, =1;
la successione {w*}, essendo limitata in norma, ha qualche sottosuccessione,
che, per semplicitd, indicheremo ancora con {w*} convergente debolmente
in H.

Poiche w# = e*/|| o ||,; + 7*/|| #* ||, da (9) e dal fatto che — essendo £ di
dimensione finita — in # la convergenza debole di una successione coincide
con la convergenza in norma, si ha @4

(10) lim 2* = lim 7#/| * ||, =7» € ZNV.
k—>00 &->00
Per la continuita di P* e della norma si ha P*(») = o, |7]l;=1. Se

# NV =Z*, P*(r)=o0 implica »=o0, che & in contraddizione con || 7y =1.
Sia allora Z NV == %" ‘
Essendo F lineare e continua ad essendo, a causa dcll'ipotesi fatta su F,

F ()< o, da (10) segue

Jim F (@)l o* g = F() < 0;

(13) Si noti che, se I" non & vuoto, linsieme {F(2):veV , |lc()|lg <1} & necessa-
riamente superiormente limitato.

Infatti, dato = S, esiste un numero positivo ¢ tale che | (v, () | < c|l e (2) ||,¥z € H,
d’onde |(7,e(2))| <¢ VWreH tale che ||c(2)[; < 1; pertanto, se (v,e(2))+ F(») <o
VveV, si ha —F (2) > (v,c(2)) = —v¢, ossia F () < ¢ WveV tale che ()], <1.

(14) Poiché # ¢ V sono chiusi, 7%[|z*| e # = lim rkjvt|, e &, e wkeV=> limwteV.

k—>00 k—>00
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cid contraddice (7), perche (7) implica F (%) > o per ogni intero 4 maggiore
di un conveniente numero positivo.

Dunque (7) non pud essere vera e cosi il Lemma 1 resta giustificato.
Dimostriamo ora che

I. T #non é vuoto.

Dimostrare che I' non ¢ vuoto equivale, evidentemente, a dimo-
strare che esiste €S tale che (7,8)< G () VEece(V), essendo G (§) =
=inf{—F@:veec1()NV}.

In virth di (3) risulta G (§) > —oco VE €& (V); dunque G & un’appli-
cazione di €(V) in R.

Per il Lemma 1 esiste una costante positiva ¢ tale che G (§) > —¢|| &lls
VEee (V) con || €| = 1; anzi, poiché — come si verifica immediatamente —
G ¢& positivamente omogenea [cio¢ G (#£) = /G (E) per ogni reale >0 e per
ogni §e€e(V)], risulta

(11) GEO=—clltly, VEee(V).

Non ¢ difficile verificare che G & anche sub-additiva [cioé che G (§;+ &) <
<GE)+GE) VE,E€c(V)] e che, quindi, I'insieme

Ei={E,)ec(V)XR: =G ®)}

¢ un cono convesso di SXR.
Posto
Eo={E,HeSXR: 1< —c||E|},

E2 ¢ un conv convesso di SXR dotato di punti interni; inoltre, a causa di
(11), E1 non contiene alcun punto interno di E;.

Di conseguenza — in virtl di un teorema di separazione degli insiemi
convessi di uno spazio vettoriale topologico @%) —esiste un iperpiano omogeneo
chiuso di SXR che separa E; da Es; esistono cio¢ @8 1y €S, (1,==0) ¢ 4, € R
tali che '

(12) (70,8 +4t<0 V(E,Hek
(13) (t9,8) +24t=0 VE,HekE,.

Da (12), (13) si deduce facilmente 7, < o.
(12), allora, porge (t9,&)<—¢¢ V¢>G (£) ¢ quindi, in particolare,

(o, &) < — 12, G (E), ossia — posto T = — 1ofty — (7, £) < G (£); come si voleva
dimostrare. -

(15) «Se Ei1, Eg sono due convessi di uno spazio vettoriale topologico L tali che Eg ¢
dotato di punti interni e 1 non contiene punti di Ea interni a Ea, esiste un iperpiano chiuso
d@i L che separa Ei da Eg». Cfr., ad esempio J.L. KELLY e I. NAMIORA, Zinear Tt opological
Spaces, Van Nostrand Company (1963), p. 118.

(16) Ogni forma lineare continua su SXR & del tipo (€,2) - (70,8) + % ¢ ove
To € Se fo eR.



