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P a u l DehEUVELS, Majoration et minoration presque sûre optimale, ecc. 707

Calcolo delle probabilità. —  M ajora tion  et m inoration  presque  
sûre optim ale des élém ents de la  statistique ordonnée d 'u n  échantillon  
croissant de variables aléatoires indépendantes . Nota di Paul D eh euvels , 
presentata (*} dal Socio straniero A . L ic h n e r o w ic z .

R iassunto. — Se { X« ; n ~  1 , 2 , - - è una successione di variabili aleatorie indi- 
pendenti aventi una stessa legge e si designa con Xi,* <  X2, » < • • • <  X«,» la statistica 
ordinata rispetto all’ordine crescente delle X i , X2 ‘ , X « , qui vengono studiate le succes­
sioni numeriche , mn,m(n) tali che per n sufficientemente grande si abbia

ffln,tn{n) <= X m{n),n <  .

Principalmente si studiano siffatti inquadramenti per m (n) =  m  costante, da un lato 
per scale di funzioni a crescenza di tipo logaritmico e, dall’altro, dando condizioni necessarie 
e sufficienti relative alle successioni m  ed M affinché esse realizzino un tale inquadramento. 
Questo problema è già stato risolto in (1), (2) per Xi,» ed X«,«, e qui si danno dimostrazioni 
esplicite per i risultati ottenuti.

I metodi qui utilizzati possono venire generalizzati al caso di m (n) variabile, come 
si mostrerà un successivo lavoro.

C h a p itre  I: E ncadrem ents p resque su rs d es ex trem a  d ’u n e s u it e
DE VARIABLES ALEATOIRES INDÉPENDANTES DE MÊME LOI

i. Introduction

Soit { X„ , n >  i } une suite de v.a. indépendantes de même fonction 
de répartition F.

Soit {U n , n >  1} une suite de v.a. indépendantes uniformément distri­
buées sur (0,1). Si on pose:

(1.1.1) G (*) =  Inf {x  6 m  II F (x) >  t },

on sait que {G (U J  , n >  1} est identique en loi à {X n , n >  1}. Par consé­
quent, encadrer Inf (X i , • • •, X J  peut se ramener à encadrer Inf (U i , • • •, U J ,  
et de même pour Sup (Xi X J . Dans ce qui suit, on étudiera donc:

Zw =  Inf (Ui , • • •, U  J .

La minoration p.s. de Zn est triviale par Borel-Cantelli (2). La majoration 
p.s. de Zn a été étudiée dans (1) et (2). Nous y avions obtenu 

p.s. pour n 00,

(1.1.2) Zn<  (Log2 ^ + 2  Log3 Log4 n-\------- b (1 +  A) L o g ^ )  , A > o ,

(*) Nella seduta del 28 maggio 1974.
(1) Nous rectifions ici deux énoncés inexacts de (1) et (2) concernant la majoration 

de Zw. Les démonstrations de (1) et (2) conduisent seulement à (1,1,2) et (1,1,3).
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p.s., il existe une infinité d ’indices n tels que:

(I.C3) z ,< >  -n (Log2 n +  Log3 n +  Log4 n H-------- h Log^ n) .

Nous montrons ici que la majoration (1,1,2) est optimale.
Il est utile de se ramener à la majoration de suites de temps de passage 

définis par:

(i,L4) T* =  Inf {n  >  i I Z„ <  s}.

Les propriétés des temps de passage ont été étudiées dans (1) (2) (3). 
Nous renvoyons à ces références. Il est équivalent de montrer (1,1,2) et: p.s. 
pour n -> 00,

0,1,5) 'reB< » (L o g 2» + 2 L ô g 3».+  Log4« + - - - '+ ( i+ A ) L o g iS») , s„ =  i [n.

On montrera ici cette majoration, et le fait que, p.s., il existe une infinité 
de n tels qu’elle ne soit pas vérifiée pour A =  o^1).

2. M in o ra tio n  p.s. d e  Z n 

P ro p o sitio n  i. Une C.N.S. pour que, p.s., pour ^-> 00 , Zn > u n) estque\
00

(1,2,1) E n  particulier, si A >  o ,
n = 1

K 9 9 J n (Log n) (Log2 n) • • • (Log^ n)1+A

et p.s., pour A =  o, il  existe une infinité d'indices n tels que (1,2,2) ne soit 
pas vérifié.

Preuve: Nous renvoyons à (2).

3. M a jo ra tio n  p .s . de Z n

Posons tout d ’abord N (n , A) =  n (Log2 n +  2 Log3 n -f- Log4 n +  • • •

(
Log._i k \

kR  —y  Nous allons donner deux

démonstrations pour (1,1,2) dans le cas A >  o. et une seule dans le cas A — o.

a) Cas où A >  o.

La démonstration la plus simple suit le plan de (1) et (2): On considère:

c„ =  { t £ji >  n  (Log2 n +  Log3 » + • • •  +  (i - f  A) Log^ n) , t Sk +  —  >  o}

D „=  { TSn <  n  (Log2 n +  Log3 n 4------+  (i +  A (Logp n)

7%+i >  (»■+ 0  (L°g2 (». +  0 + 2  L°g3 O’*+ 1H ------- K 1 + A) LoëP 0n : LC î-



PAUL DeheUVELS, Majoration et minoration presque sûre optimale, ecc. 709

On constante aisément, que si A >  o,

0 0  0 0

2  P (G„) , et S  P (DJ
n — 1 n = 1

sont finis. Il suffit alors d ’appliquer Borel-Cantelli.
Cette démonstration de (1,1,2) est intéressante, car elle se généralise 

facilement.
En effet, posons, si {u n , n >  1} est une suite décroissant vers o:

{ ^un ^  ^ ) ^un_ ^ u n ^  O } , Fn { fl , fl -f- I } .

On obtient:

p ( E „ ) = ^ ^ ±l- ( i - « „ r ,
Un

i  =  1

OO OO

Il est aisé de constater que les séries ^  P (E„) et 2  P (F J  sont de même 
nature que les séries: n==1

OO OO

(1,3,1 ) 2 ]  Un~  Un+1 exp (— nu„) et ^  (exp (— nun+1) —  exp (— nu ,)).
n = 1 Un n = l

La convergence de ces deux séries étant donc une condition suffisante 
pour que p.s., pour n 00 , Z n <  u n .

La deuxième démonstration fait intervenir les suites nk, et les méthodes 
utilisées seront commodes pour A =  o. On utilise les faits suivants:

o

2)

/ / Log._ 1 k
nk^  -  nk #  nk ( exp (R Log k

N (f t +1 , A ) # N ( n i t  A + R ) .

=  % R L%> nk 
L ° g 2 nk +  % O ~Lof y nél 2 

-L°g2 nk-

On en déduit que, pour montrer (1,1,2), il est nécessaire et suffisant de montrer: 
que, p.s. pour k ,

(1,3,2) T«^<  N ( » L a  — R ),

et ceci, pour R arbitrairement petit.
Or:

P ( t ^  >  N (*, , A -  R)) ~  exp ( -  - (-̂ ; ) ~ R)) ~

Log, . k
(Log (Log3 k)' • •■l °8> 2 k) '

OO
La série 2  P JV >  N- (nk , A -— R)) converge donc pour A > 0 , et' nk ' - . -

R <  A, d ’où le résultat par Borel-Cantelli.

48. — RENDICONTI 1974, Vol. LVI, fase. 5.
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On résume ces résultats dans:

T heorem e i. VA >► o , Vp ï> 4> p.s. pour n 00, (1,1,2) est vérifié. 
De plus, pour que, p .s . pour n -> 00 , Z n <  */ suffit que\

0 0

Cr>3»3) X  ~ ~ r ~ ~  exP (— nu„)<oo»=1

00

^  2  (exP (— nun+i) — exp (— nu fi) <  00 .
»=1

b) où A =  o.

Avec les hypothèses précédentes, compte tenu du fait que, p.s. pour 
n->  00 ,C n n'a pas lieu, on en déduit que, pour montrer que, p.s. il existe 
une infinité d’indices n tels que Z n > N  (n , o), il suffit de montrer que, 
VR >  o , Vp >  4, il existe p.s. une infinité d’indices k  tels que:

(i,3»4) {N (*i , -  2 R) <  T, <  N (»j , -  R )}= A j a lieu.
k

Pour montrer ce résultat en se ramenant à Borel-Cantelli, bien que les 
A k soient liés, on utilise le lemme:

L emme i . S i  est une fam ille (Tévénements tels qùe\
n
2  P (B,- By)

( i ,3,S) Limlnf — -̂-----------=  X , et H P ( B k) = o o ,
2  P (B,-) P (By)

t,J= 1

alors, p.s., une infinité de Bn a lieu.

Preuve. Voir par exemple (3), p. 368.
Considérons alors P(A^A^+r) , r >  1:

P (A  ̂A*+r) =

lu  e (i-
-2R) < j < N , — R) k

\ s - 1 /
nk + )  S 1 K 1 ' •S»P

t - S - U /=N(^+r, + R)
/=N r, -f 2R)

Soit encore:

(1,3,6) P(Ai A^+r) #  P (AÂ+r) exp — (1 — exp (  Rr X

X (Log k +  2Log2^4------+  (1 — 2 R) Log^ k) ,

ceci, pourvu que r =  o (fi). Constatons alors, que, d’une part, pour k fixé, 
P(A^A^+r) est une fonction décroissante de r, d’autre part,
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Pour r  <  D (Log/è)1'4
Uyè p -\k ’

P(A 4A ,+r)~ P (A * )  

Pour r >  D (TLog^  ,Logji_ 1 /è

(Log. 2 k)R/* j

P (A, A k+r) <  P (A,) exp ( -  D (Log k f l) < - P(A*), ,
(Log Æ)4

pour i  assez grand. 
Considérons alors:

0

2)

3)

(Logk)1l4/hogj, _ 1 k

2  P (A ,A ,+r) ~ P ( A ,)
r =0

(Log2 k) (Logé) H 
L o g j , ^  k

2  P (A, A*+r) <  P (A,) .(Logf>  (Log/ } H ---- L _
r=(Logi)1liILogp_ 1i  Lo8>-1 k  (Log k)

N
2 P(A*A*+,)

(Logg k) (Log k) H
r = ---- ---------------Loĝ _1 k

Il suffit alors de constater que

N
2  P (Ai) P ( A i + r )

(Logg k) (Log k) H
LogJj_1 k

si HA >  i

,\2r(L°g>-2«)2 
è i  ( 4 ~  2 R2 (Log^-i n )~ *°° ’

et de combiner 1), 2), 3), pour obtenir (1,3,5) et le résultat cherché.
Revenons maintenant sur (1,3,3). Supposons tout d’abord que » „ - >  00. 

Dans ce cas, par la convergence de la première série, comparée avec celle 
de la seconde que la deuxième série est suffisante. Elle se met alors sous la 
forme équivalente:

(1.3.7)

Faisons alors l’hypothèse:

(1.3.8) 3À , B , o <  A

2 n  — u »+i) e x P (—  n u ù  < ° °
n = l

ni+i ~ nk ,  u*k Unk+1 <  B nk+ 1 — n k <  00

où ici, nk est définie par récurrence en posant ni+1 =  nk +  — . (1,3,7) est 
alors équivalent à: u”k

(1,3,9) 2  exp (— nk u„ ) <  00 .
k= 1 k
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On montre ainsi l’équivalence de (1,3,1) et de (1,3,2). Supposons main­
tenant que:

00
(L3>ï0) 2  eXP (— n k U n , )  =  .

k = l  k

Compte tenu des hypothèses précédentes, il existe une sous-suite mk 
extraite de la suite nk) telle que:

00

(C 3 ,ii)  i £ exp ( — ™k um) = : o o ,  et mk+1 =  m k + ^ Q - ,
k = l  k u ™k

avec 9 (fi) °° •
Considérons alors les événements:

(C 3.I2) < m i+l} .
k

OO

(1,3,10) implique que Tl P (BD =  oo. Le même calcul que pour (1,3,6) montre 
alors que: Â==1

(1,3,12) P(B* B^+r) ~  P ÇBk+r) exp nimu

La suite de la démonstration est analogue à ce qui précède. Il suffit de 
constater que P (B^ B^+r) est décroissante, et de décomposer en trois parties 
pour se ramener à (1,3,5). On montre ainsi que (1,3,7) est nécessaire et suffi­
sante. Nous résumons ces résultats:

T h éorèm e 2. Vp >  4, i l  existe p.s. une infinité d'indices n tels que (1,1,2) 
ne soit pas vérifié avec A =  o.

fi)e plus, si {u n , n >  1 } est une suite décroissante telle que nun -> 00, 
et (1,3,8) soit vrai, une C.N.S. pour qu'existe une infinité d'indices n tels que 
Z„ >  un, est que (1,3,7) soit vérifié.

Remarque. Les majorations obtenues par (1,1,3) en faisant varier p , 
sont obtenues dans une échelle de développements qui ne peut être améliorée 
en utilisant des fonctions simples. En effet, l’échelle des séries de Bertrand 
utilisée correspond, en termes de fonctions croissantes, aux fonctions 
exp (exp (• • • exp (x)) •••)). Toute amélioration de la précision des déve­
loppements, possible par 1’utilisation de. (1,3,7), nécessite T introduction de 
fonctions croissant plus rapidement que exp (• • • exp (x)) •••)), à tous les 
ordres.

Remarquons également que la condition (1,3,7), si elle est vérifiée implique 
toujours que. p.s. il existe une infinité d ’indices n tels que:

(ï,3 ,ï3) — t e >  n , et par conséquent Zn > un .
un + 1 un
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Ces conditions mènent à la majoration (1,1,3) qui n ’est pas optimale. La 
piésence du coefficient 2 dans (1,1,2) est surprenante, elei s’explique cependant 
en considérant la loi limite de .Si

4. E xtrema de suites de v .a . indépendantes de même loi

On déduit de la Proposition 1, des Théorèmes 1, 2 et de (1,1,1), que: 

C o r o lla ir e  i . Vp >  4 ,VA >  o, p.s. pour n assez grand,

membres de (1,4,1) ne sont pas vérifiés.

Nous énonçons dans le paragraphe suivant les résultats obtenus pour 
des lois usuelles.

a) Loi uniforme sur (o , 1). C’est l’énoncé même de (1,2,2) et (1,1,2).

b) Loi exponentielle'.

Y„ =  S u p ^ X i,• • •, X B) < L o g  n +  Log2 n +  Log3 n-\------- f-(i + A ) Log^n .

-  G (r ° g2n + 2 l °^3 n + L °g4 n + — K 1 + A) L°g^ n\

De plus , pour A =  o, i l  existe p.s. une infinité de fo is  où chacun des deux

F (x) =  i — e x , G (x) — — Log (1 — x).

1) Minimum'. Mêmes encadrements que pour la loi uniforme.

2) Maximum'.

Lo gp n 
Log2 n

c) IM  gamma'.

F (x) =  J t‘- 1 T (a)-i d*.
J0

1) Minimum'.

Y ,=  I n f ( X1 , - - . , X J > r(a)
« (Log «) Log2 «Y- • • (Log  ̂;z)1+A
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2) M axim um :

Y„ <  Log n +  a Log2 n -f  Log3 n-\-------+  (i +  A) Log^ n

Y „> Log n +  (a — i ) Log2 n — Log3 n —
2  L o g ,  »
Log,«

L o  g 4 »  
L o g , »

------------- ( I + A ) Log  ̂»
L o g , » Log ( I » ) .

d) Loi du y2.

Loi à n degrés de liberté, c’est 2 fois une loi Gamma définie en c), avec 
a — n \2. Il suffit donc de multiplier par 2 les formules précédentes.

e) Loi de Cauchy.

F (x ) =  —  ( 4 ~ + Arctg n x )

— , Y n < n  (Log n) (Log2 n) • • • (Log^ ») J+A ;

_ T r? T r»rr no
- Y » ,  Y „ > L o g ,  »

2Lo8** A)
L o g , » Log, »

f) Loi normale

Y„ <  y 2 Log

N (o , i) (2) : F (x) =  - J =  f  e~W2)‘2dt
V 2 TC J

n-
L o g , »

Y„ >  y 2 Log tz —

2  L O gg «

2  V 2  L o g  n I/ 2  L o g  ^  

L o g 2 n  L o g g  n

L°Kl” + - + ( . +  A) Los;*”
y 2 Log ?

L o g  2  7T

2 y  2  L o g  n y  2  L o g  ^  y  2 L o g  n 

L o g 4 n

( L o g 2 n) y  2  L o g  «  ( L o g 2 « )  y  2  L o g  ;
■ ( i + A ) L°gÿ «

( L o g ,  » )  y  2  L o g  i

f) Z02 de Poisson.

p(*)=S£'
Dans ce cas, l’échelle utilisée est insuffisamment précise. En développant G, 
on obtient des suites numériques encadrant Ÿ n , p.s. pour n~>oo, avec une 
précision de l’ordre de: (Log n)JÇLog2 n)K, K arbitrairement grand. On ne 
peut distinguer ainsi la majoration et la minoration de Y n.

(2) Ces résultats rectifient un énoncé inexact de (4) pour les v.a. normales indépendantes.
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Chapitre II: E ncadrements presque surs des éléments

DE LA STATISTIQUE ORDONNÉE D’UN ÉCHANTILLON CROISSANT DE VARIABLES 
ALÉATOIRES INDÉPENDANTES DE MÊME LOI

i. In tr o d u c tio n  

On conserve les définitions et notations du Chapitre I. On pose:

(2.1.1) XM <  X2,„ <  • • • <  X*,*

la statistique ordonnée de Nous étudions ici des encadrements
presque sûrs de X m(n)>ni où 1} est une suite d ’indices entiers
>  i, croissante au sens large. Dans le Chapitre I, nous avons résolu ce pro­
blème pour m (n) =  1.

Comme dans le Chapitre I, on se ramène à des varaibles uniformément 
distribuées sur (0 , 1), et on pose de même:

(2.1.2) U i)W <  U 2,n <  • • * <  U n,n la statistique ordonnée de U 1 , • • - , U „ .

Soit {zn , n >  i } une suite positive décroissant strictement vers o, et 
{m (n )  , n >  1} une suite d ’indices entiers plus grands que 1, et croissante 
au sens large. On pose:

(2.1.3) Ve >  o , =  Inf {p  | Card { i  <  p  | X,- <  s} >  m }  .

Cette définition généralise (1,1,4) avec ts =  .
Comme précédemment, majorer U m(n)fH peut se ramener à majorer 

t ^ ) ) .  Nous étudions donc tout d ’abord les propriétés des

2. Propriétés des temps de passage

PROPOSITION i .  La suite { est définie et croît indéfiniment p  .s.

Preuve. Pour s >  o fixé, il existe une infinité de 2, p.s., tels que X,- <  s. 
D ’autre part- pour n donné, Inf (Xx , • • •, X n) >  o, p.s..

T h éorèm e 3. La suite { t ^ x+1)) — n >  i}  est une suite de v.a.
indépendantes positives, défines p.s.. De plus'.

(2,2,1) P ( t!,(»*(»+1)) _ ■n+\
(m(n)) _

: r )  =

(e„ )^  ^=SuP (of̂ 4 '-/r—-1,m(n+l)—r)
P (n+l)—q>—1 ^  g -f l)**(*> ( i  £ m(w+l)(

si r \ > m ( n - \ - i ) — m  (n) .
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Cette expression reste valable si m (n) =  m (n +  1) et r  =  o, en remplaçant 
la sommation par  1.

(2,2,2) P (T «  =  r) =  C r i i  (I -  (O "  .

Preuve. La démonstration est une généralisation de la démonstration 
de la même propriété pour m (n) =  m (n +  1) =  1, exposée dans (1).

3. Cas où m (n) =  m  f i x é

C’est le cas où les résultats seont les plus simples à obtenir par générali­
sation des méthodes utilisées dans le Chapitre I.

a) Majoration de U m>n:

Comme précédem m ent, m ontrer que U m>n <  un équivaut à m ontrer que
tì7 < « .

On obtient:

T h é o rè m e  4. VA >  o , Vp >  4 , p.s. pour n —> 00, on a:

(2,3, ï) U m>n<  —  {L,og2n j - ( m  +  i)Log3^ +  Log4 n ,-f- ••• +  (! -)-A)Log

Preuve.
1) Première démonstration. On introduit comme dans 1,3)0) les suites 

L°gp-i b N 
Log k

On montre que, pour montrer (2,3,1), il suffit de montrer la convergence 
de la série:

ni =  exp ( kR

(2,3,2) X pc^  >»*)
k=T ~0-,ô 2nP---- h(l+A)L°ĝ »̂ )

nk

pour A >  o et R >  o arbitrairement petit.
Mais, cette série, par (2,2,2) est de même nature que

ex»
S m ~ l  m - 1 /  vnk un exp (— nk un j) ,

k = i  * *

unk ayant la valeur correspondant à (2,3,2). Le résultat suit alors par la même 
démonstration que pour le Théorème 1.

; 2) Deuxième démonstration. Cette démonstration se ramène également 
au cas m  =  1. On pose:

F. =  > « ■ + ! } .



P A UL D e h eu v e ls , Majoration et minoration presque sûre optimale, ecc. 717

Supposons maintenant que {u n , n >  1 } soit une suite décroissant vers o, 
telle que:

(2>3»3) Lim « '(«„ — «B+1) =  o , Lim u j u „+1 =  1 .
moo moo

On obtient que 2  P (Ew) est de même nature que
n
m — 1 m —2 /  \  /  \2 j  n un («„ — «»+1) exp (— nu„) ,fl

et de même, 2  P (FM) est de même nature que
n

2  nm (u„ — m„+i) exp (— nu„) .
«

On obtient alors aisément (2,3,1), en remplaçant un par la valeur corre­
spondante, les deux séries étant convergentes. On obtient mieux.

THÉORÈME 4 Bis: S i {u n , n >  1 } est une suite décroissant vers o, véri­
fian t (2,3,3), une condition suffisante pour que, p.s., pour n -* 00, U m>n <  un, 
est que:

(2,3,4) 2  un~2 (un—■ ««+1) exp (— nun) < 0 0  et
« - .

2  (un — «»+1) exp (— nu„) <  00.
«

De même que pour le cas m  =  1, qui a été précédemment été exposé 
en détail, on obtient par la même démonstration que:

THÉORÈME 5. Presque sûrement, il  existe une infinité d'indices n tels que 
(2,3,1) ne soit pas vérifié, pour A =  o.

On obtient aisi les majorations optimales. Un raisonnement analogue 
permet d ’obtenir avec des conditions très générales sur la suite un, que les 
conditions (2,3,4) sont nécessaires et suffisantes pour que U n,n < un •

b) Minoration de U w>„:

La minoration est ici beaucoup plus délicate que dans le cas où m =  i. 
Cependant, nous avons développé dans (1) une méthode qui se généralise 
très facilement à ce cas.

Considérons en effet le cas m =  1, on constate aisément que (1,2,2) est 
équivalent à

(2>3>S) Lim Inf ut„ (Log ( i /«)) (Log ( i /«)) • • • (Log (i/m))1+a =  oo p.s.
K-4 0O 1

Pour m ontrer ce résultat, pour tout A >  o, il suffit de le montrer pour 
TijaM, a étant choisi arbitrairement >  1. On se ramène alors à des séries de 
Bertrand.
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Constatons alors que pour le cas où m  est fixé, on a la même simplification: 
Si nzn -> o, on constate aisément que, par (2,2,2):

(2,3,6) P ( t $  n <  a” (n (Log n) • • • (Log^j n)x+A)~1,m) =

________________ 0(1)______________ _
«(Log n) (Log2 n)- ■ ■CLogp_ 1 n)1+A

On en déduit par le même raisonnement:

Théorème 6. VA >  o, V/> 3, p .s . pour n assez grand :

(2,3,7) ________________ I______
« ((Log «) (Log2 »)• • • (Log^

La réciproque est analogue à la démonstration du Théorème 2. Montrons 
la dans le cas m  =  1 pour simplifier. Supposons que , n >  1 } soit une 
suite décroissant vers o, et telle que:

(2,3,8) Lim nu„ =  o , et £  P(«*_i <  t K;> <  nk) =  {n k , k > i ]
«OÛ i  = i ,lk

suite d’indices croissante.
Posons A k =  {nk_ 1 <  <  %}. Estimons P(A^A^+r): Par (2,2,2) (;/z =  i):

P (A^ A ^ )  2/«̂  (l /̂ 'nb) ^Pnk
nk - l

’à + r )  Un

Unlk+r X
lk

x ( ( l - ■(!• ■ U,'nk + r J
k + r ~

Unk + r

P (A* A k + r )  4È {P'k %k—l )  (Pn^ ^'nk-j-r) +  r % k + r —l)

Prenons maintenant 7  ̂= et unj~=i\ak. On cons-
k (^(LogÆ)- • .(Logii_1 )̂1+A)1/w 

tate (m =  i) que (2,3,8) est vérifié, et que, pour r = o ( k ) i r ' >  1,

(2,3,9) P (A* A*+r) =  P (A*) P (A*+r) (i +  o («-')) .

On en déduit que (1,3,5) et le Lemme 1 s’appliquent. La démonstration 
est identique en tous points pour m >  1. On en déduit:

THÉORÈME 7. P.s., i l  existe une infinité d'indices n tels que (2,3,7) ne soit 
pas vérifié pour A =  0.

Ce résultat montre que (2,3,7) réalise les meilleures majorations possibles 
dans l’échelle considérée.

Donnons maintenant une autre démonstration du Théorème 6, qui permet 
d’obtefiir des C.N.S. portant sur un) pour que U m>n >  un p.s. pour n assez 
grand. On obtient facilement que:

(2,3,10) P (U„ <  un , Card { i  < n \ X £<  ufi) >  m  — 1) — o (nm 1 ufi) .
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On peut montrer par des méthodes analogues à celles du Théorème 4, 
que la condition:

(2,3,11) S » " " 1« ? « » ,
n=1

est nécessaire et suffisante pour que U m>n >  un, p.s. pour n assez grand.

c) Cas de v.a. indépendantes de même loi'.

On obtient comme corollaire de ce qui précède, que: 

Corollaire 2. P.s. pour n assez grande A >  o , p  >  4,

(2,3,12) <  X mtH <
n ((Log n) (Log2 n) • • -(Loĝ  n^+ Â lm

-  G [ n (Log,2 n +  (m  +  0  L°g3 n H------- h (1 +  A) Log^ »)]

De plus , /.j*. A =  o, les deux membres de (2,3,12) ^  sont pas vérifiés
une infinité de fois.

4. Cas où m (n) varie

Les mçmes méthodes, en particulier celles des Théorèmes 4 et suivants 
s’appliquent sans difficulté. Cependant, il y a lieu de distinguer suivant la 
vitesse de croissance de m (n). Ceci peut être aisément fait, si m (n) peut être 
développé suivant l'échelle logarithmique:

(2,3,12) m (n) =  A n a +  B (Log n)b +  C (Log2 « ) + • • .

Les développements ainsi obtenus feront l'objet d’une publication ulté­
rieure. On pçut cependant remarquer le rôle frontière joué par les suites 
croissant comme Log2 n.
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