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Geometrie finite* — Poligoni affin-regolari dei piani di Galois 
d'ordine dispari. Nota di G a b r ie l e  K o rchm àros, presentata (#) dal 
Socio B. S e g r e .

Summary. — In an affine plane on GF {q) , q =  p r odd, certain so-called affine 
regular zz-gones are introduced and studied; they exist if; and only if, n divides either q -J- 1 
or q — I, or if n — ft.

E ben noto che le geometrie finite intervengono in varie scienze applicate, 
per esempio nella statistica [6], nella teoria delFinformazione [6] ed in astro
nomia ([3], [4]). Dal punto di vista astronomico, l’interesse è principalmente 
legato allo studio della possibilità di una descrizione dello spazio fisico mediante 
una geometria finita. Nell’ambito dello studio di tale possibilità, G. Tallini 
ha osservato che certe nozioni con certe proprietà del piano euclideo -  come 
la norma, la distanza, l’ortogonalità, il teorema di Pitagora, la circonferenza, 
i movimenti, ecc. -  possono venir trasportate ad un piano affine di Galois [5]. 
Recentemente E. G. Beltrametti, in collaborazione con G. Tallini, ha esaminato 
alcune proprietà della teoria dinamica costruita su di una geometria finita [2].

La presente Nota arreca ulteriori contributi in questa direzione. A partire 
dai movimenti di un piano di Galois d ’ordine dispari si introduce una nuova 
nozione, quella qui chiamata col nome « poligono affin-regolare », di cui vengono 
esaminate talune proprietà elementari.

Desidero infine ringraziare il mio prof. F. Karteszi che mi è stato molto 
utile con i suoi consigli.

i . Sia £2 un fissato elemento non quadrato di un campo di Galois F 
d ’ordine q =  p r$  dispari. Chiamasi piano euclideo su F la coppia costituita 
dal piano affine K%yq su F  e dalla applicazione

N : ( P i , P2) e A2„  X A2„->  N (Pi , P2) e F 

definita, in un riferimento affine prefissato su A2>̂ , da

N ( P i , P2) =  (\x i ■ ^2)2 & (jVi JV2)2 ) Pi =  , yf)  > P2 =  (%2 t y 2)*

Un piano euclideo su F lo si continuerà a denotare con A2>̂ . L ’elemento 
N (Pi , P2) di F prenderà il nome di norma della coppia di punti Pi # P2 o 
del punto P2 da Pi.

Definiscesi poi circonferenza di un piano euclideo A2>̂  di centro un punto 
C === (%Q , y 0) e norma h (e F) il luogo dei punti di A 2,y aventi norma ha da C.

(*) Nella seduta del 28 maggio 1974.
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U na circonferenza di centro (x0 , y Q) e norma h ha dunque equazione 

(1) (x —  x 0)2— y d  =  h •

Se h =  o, la circonferenza (1) si riduce al solo punto (x0 , j 0). In seguito sup
porremo sempre h =j= o; in questo caso una circonferenza possiede sempre 
q  +  i punti ([5], p. n ) .  La tangente della (1) in un suo punto F1 =  (x± , y x) 
risulta la retta d'equazione

(* — *0) (* i— x ò) — (y  —  yo) O i  —  yd) =  h •

Chiamasi movimento di un piano euclideo A<iiq una affinità di A 2tq che 
conserva la norma (cioè tale che, per ogni Pi , P2 di A 2,q risulta N ( P i , P2) =  
=  N (Pi , P2), ove Pi , P2 sono le immagini di Pi , P2 nell'affinità). Siccome 
l’indentità, l’inverso di un movimento ed il prodotto di due movimenti sono 
movimenti, si ha che l’insieme dei movimenti rispetto al prodotto operatorio 
è un gruppo, M^, sottogruppo di quello affine ([5], p. 12). Si dimostra facil
mente che le equazioni di un qualsiasi movimento di A%ìq sono date da

(2) x ' =  Xx ±  py +  ai , y f =  (jur ± & 'ky+  a2 ,

ove vanno presi simultaneamente i segni superiori o quelli inferiori e X , (jt, 
sono due qualunque elementi di F soddisfacenti alla

(3) x2—
([5], P- 12). Il determinante, A, dei coefficienti di un movimento risulta dato, 
in forza della (3), da: A =  ±  1, a seconda che nella (2) si prendano i segni 
superiori o inferiori. I movimenti si dividono perciò in diretti od inversi 
secondochè A =  1 o A = — 1, e si può agevolmente verificare che essi sono 
in numero di 2 (q +  i )q 2; precisamente: (q +  1 ) q2 diretti, che costituiscono 
un sottogruppo M̂ ~ di M q, e altrettanti inversi, cioè:

\M t \ =  2 ( ç + i )<?2 , |M ,+ | =  t e +  i )q K

Ponendo nella (2) ax =  0, a2 =  o, al variare di X e [jl si ottiene il gruppo 
di quei movimenti che fissano l’origine (o , o) e la circonferenza di centro l’ori
gine e norma 1 — che verrà denotata con T. Si osservi che tra  tali movimenti 
si trovano le simmetrie (oblique) aventi come assi le rette passanti per l’origine, 
ed i loro prodotti due a due, che sono le rotazioni di centro l’origine. Ne segue 
senz’altro che tali rotazioni formano un sottogruppo N* d ’ordine q -f- 1 di 
N ÿ . È immediato verificare che la corrispondienza t , tra  N* ed il gruppo molti
plicativo dell’ampliamento quadratico H di F mediante ]/ &, cosi definita:

Ìx ' == \ x  +  \yy _
eN fU x  +  ^ ( H \ { o } ) ,

y ' =  fjix +  &ky
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è un epimorfismo. Pertanto, analogamente al caso classico, è ciclico, ossia 
risulta diedrale.
E noto che una permutazione ciclica di n punti distinti di un piano qual

siasi prende il nome n-a.gono (non-degenere), ed esso può essere rappresentato 
con Po Pi ••• P«_i, dove =  <p*(P) per un arbitrario vertice P prefissato del 
suddetto ^-agono, dove <p è la suddetta permutazione.

TEOREMA i. Ogni {q +  i )~agono Po Pi • • • inscritto nella circonferenza 
di centro Vorigine e norma x, che viene indotto da un generatore p di N*, ammette 
le seguenti prop?detà\ per ogni j ( o < j < q )  valgono le

(4) Py Py+i II Py—* Py+i+2 (j ~  o , 1 , • • • [({q - 3)/2])>

(5) ; py -i py+i II Py-/ Py+* f  =  1 > 2 > • • ; [(3 ~~■ 3)/2]),

ove g li indici si intendono considerati {com'è lecito) modulo q f  1.

Dimostrazione. Per verificare la (4), si consideri quella simmetria ^ di 
che muta Py in Py+i. Si vede allora che

(P j-ì) =  +> ? (P) — '1'° p.- *’ { py (?)} =  p'‘° y  { py ( ? ) } =

=  Py° + (Py) =  P‘ (Py+0 =  P‘° Py+1 (P) =  P!'+y+1 (P) =  P.-+y+i,

sicché

Py Py+i II Pj - ì  Py+/+i •

In modo del tutto analogo si prova la (5).
Si osservi che, come immediata consequenza della transitività del paralle

lismo di un piano affine (4) e (5) sono equivalenti alle:

(6) Py Py+i II Py-i Py+2 II - H I P .  r ,-n  P . ;1_ r?-ii ,

(7) Py-i Py+i II Py-2 Py+2 II * • * Il P . r?-ii P ry-11 ,
J- h r \  ' + h r l

ove gli indici si intendono sempre considerati modulo q +  1.
Ricordiamo che l’immagine affine di un ^-agono regolare (o regolare 

stellato) nel piano euclideo prende il nome ^-agono affin-regolare. È noto 
che un ^-agono Ro Ri • • • R„_i risulta affin-regolare se, e soltanto se, possiede 
gli stessi tipi di parallelismi considerati nelle (6) e (7), cioè se soddisfa alle 
seguenti proprietà [3]:

(8)

(9)

Py P-y+i li Ry - i R■y+2 !

Ry_l Ry+1 II Ry~2 Ry+2 I

R %—2] R . r«-2i >y+i+1 1

R R . ' : (" n — 2 ] )+7+1 +

ove gli indici si intendono considerati modulo n.
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Siccome la nozione di poligono affin-regolare non si basa che sui tre 
assiomi d ’incidenza punto-retta, essa può venir definita nello stesso modo 
anche in A2>̂ :

Un n-agono (n >  4) So Si •• • S^_i di A.2,q soddisfacente alle (8) e (9),
dove al posto d i Rz si pensi S,-, viene chiamato n-agono affin-regolare.

Avuto riguardo del Teor. 1, si vede subito che Po Pi • • • Vq è affin-regolare.
Consideriamo contemporaneamente un ^-agono affin-regolare, Ro Ri***

• • • R„_i, del piano euclideo e un ^-agono affin-regolare So Si • • • S^_i di A? . 
Da quanto sopra segue facilmente che la corrispondenza § definita mediante

=  S • (i =  o , i , • • •, n — 1)

conserva i parallelismi delle corde dei rispettivi poligoni, ossia, presi quattro 
indici distinti ix , i2 , 2*3,24 (1 <  i 1 , 22 > H > H ^  n)> sussiste sempre la relazione:

R n  R* 2 li R*s *=> S9 S,-2 II S,-3S-4 .

2. In questo paragrafo ci proponiamo di provare che ogni poligono 
affin-regolare è inscritto in una conica non degenere, e poi -  sfruttando questo 
fatto -  di determinare i valori di n per i quali esistono degli ^-agoni affin- 
regolari.

TEOREMA 2. Un n-agono affin-regolare non degenere di A 2jq risulta 
necessariamente inscritto in una conica.

Dimostrazione: In modo del tutto analogo al caso del piano euclideo
classico si prova, che:

a) ogni pentagono non degenere fornisce univocamente una conica 
passante per i suoi vertici:

b) due coniche aventi quattro punti ed una tangente in comune risul
tano Coincidenti.

Per i valori di n non superanti 5, dalla proposizione a) segue imme
diatamente l’asserto. Sia dunque h  >  6. Presi un ^-agono affin-regolare 
Ro Ri * * R^-i ed un indice l  (o <  l  < n  — 1), per l’esagono R/-3 R /_2 
R./^i R/ R7+1 R/+2 in virtù delle (8) e (9) valgono le

( IO) R /- i  R/ Il R/-2 R/+i ,

0 0  R /- i R/+i II R/-2 R/+2 •

Consideriamo la conica (univocamente determinata) passante per i ver
tici del pentagono R /_3 R /_2 R /- i R/ R/+i • L ’esagono pascaliano, R /_3 R /+ì 
R/_2 R /_ i R/, inscritto in D, animette in forza della (12) due coppie di lati 
paralleli -  (R/_i Rz ; R*_2 R/+i) e (R /_3 R / ; R/_2 R /-i) -  che risultano essere 
opposti. Pertanto il lato R/_i R/_i =  //_i -  cioè la tangente di fi per il 
punto R/_i -  è anch’essa parallela al lato opposto R /_3 R /_ i , quindi:

( I2) L i  — R/-1 R /- i ]| R/^s R/+i •

47. — RENDICONTI 1974, Voi. LVI, fase. 5.
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Allo stesso modo si prova che l’esagono pascaliano R /_3 R /+1 R/_2 R/-2 
R/ R/_i implica che

C13) ti- 2 — R/-2 R/-2 II R /-3 R/-1 •

Passando dall’ultimo capoverso col porvi al posto di /  /  -J- 1 ed al posto 
di R/_3 R /+2 R /- i R/ R/+i R /-2 R /-1 R / R/+i R/+2, si denoti con Q, la conica 
circoscritta a quest’ultimo pentagono e con t[ e tì_x le tangenti di O' nei 
punti R,- e R /_ i; dalle (12), (13) si ricavano allora le

(H )

Os)
Confrontando le (12), (11) e (15) discende allora senz’altro che

0 6 ) / / - ì  II R /-3 R/+i II R/-2 R/ Il t ’1-1 •

Ne segue che le coniche Q e O' hanno i quattro punti R/_2, R /-i, R /,R /+ i 
in comune ed ammettono nel punto R/_i la stessa tangente; sicché, in virtù 
della proposizione â), Q =  Q'. Da ciò, al variare di /  dà 1 a n, si ottiene l’asserto.

T eorem a 3. Condizione necessaria e sufficiente affinchè su d i un piano 
affine d i Galois d'ordine q =  p r' (p 2) esistano degli n-agoni affin-regolari 
non degeneri, è che n risulti divisore di uno degli interi p rJt  i, p r — 1 , p.

È noto che tutti i piani di Galois di uno stesso ordine sono tra  loro iso
morfi. Dunque al posto di un qualsivoglia piano affine di Galois d ’ordine q , q 
dispari, si può porre il piano h.%iq introdotto nel n. 1.

Dimostrazione della sufficienza, Abbiamo già visto -  Teorema 1 — che 
A2>{? ammette un (q -f  i)-agono affin-regolare Po Pi • • • P^. Se q +  1 =  n*d 
(d >  1), in forza dell’osservazione svolta nell’ultimo capoverso del ri. 1 si veri
fica subito che ^ d ^ 2d ’ • ‘ Pnd risulta un n-agono affin-regolare.

Sia ora n un divisore di p r —T. Consideriamo su A2)? l’iperbole definita 
mediante l’equazione xy  =  1. E immediato verificare che due corde di essa, 
determinate dagli estremi (xx , i [x±); (x4 , i[x4) e (x2 , i / x 2); (x3 , i[x3),
risultano parallele se, e soltanto se,

(17) x4 =  x 2 x3 .

Preso un elemento x  (x  o) del campo primo F, per tutti i valori di i  e j
si ha ovviamente

( 1 8 )  x - i  x J + l  = . x j ~ i  x i + i + 1 ,

(19) x i~ x x J+1 =  x-i-* x J'+* .

Avuto riguardo alla (17), le (18) e (19) forniscono che Fn-agono R0RX • • • R„_i 
definito mediante R y=  (xJ , i l x J) è affin-regolare.

A II R / - 2  R / + 2 , 

A-i  II R /-2 R/ •
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Sia n — p . Con un breve calcolo si verifica che i punti {x1 , xj) , (x4 , xf) 
e (x2 , ^2) , (x2 , x$) della parabola y  =  x 2 determinano corde parallele se, e 
soltanto se,

('■2°) xi +  x4 =  *2 +  *3 •

Assunto X j = j  -  dove il numero intero j  (o < / <  p  — 1) viene con
siderato elemento del campo primo F -  si vede subito che risulta:

Xj  +  XJ+l ~ j  +  U  +  i) =  U --- 1) +  U  +  2) =  Xj—i +  Xy+2 ,

Xj~ 1 +  XJ+1 =  Ü  0  +  U  +  0  =  ( J ---2) +  ( j  +  2) =  Xj_2 +  Xj+2 ;

pertanto, in forza della (20), si ha che, posto R/S= ( / , / ) ,  R ^ ^ . R ^  
risulta un p-ogono  affin-regolare.

Dimostrazione della necessita. Abbiamo visto che ogni poligono affin 
regolare R0 Rx • • • R^_r è inscritto in una conica £1 (Teor. 2) e sappiamo anche 

([SÌ, P- 15), operando con una opportuna affinità, Q è rappresentabile 
in una delle seguenti forme canoniche:

1) xy =  i ,

2) y  =  #2,

3) x 2 — f l y 2 =  I .

Dimostreremo l’asserto in ognuno dei casi 1), 2), 3).

1) E già stato accennato che i punti (xx , i/xj) , (x4 , i /x4) e (^2 , i /^ 2), 
(*3 » l lxù  dell’iperbole =  1 determinano corde parallele se, e soltanto se, 
è verificata la (18). Si osservi che la precedente proposizione viene estesa anche 
al caso in cui al posto di una corda si prenda una tangente; ossia la corda 
passante per i punti (pc2 , ifx2) e (x 3 , i /x2) risulta parallela alla tangente uscente 
dal punto (x1} i j x ^  se, e soltanto se,

(21) x± x ì =  x2 x3 .

Dunque, con la sostituzione x4 =  x± la (18) resta formalmente valida.
Avuto riguardo alla (17), si ha che Ry_x Ry+1 e la tangente per Ry 

sono parallele; sicché tenendo conto delle (18) e (21), l’affin-regolarità di 
R0 Ri ••• R«_i fornisce che per ogni i  J  (1 < j  <  n) sussistono le

(22) Xj xj+l =  Xj+i X{ , Xj Xj+i ~  xJ+i xx ,

ove gli indici si intendono modulo n .
Moltiplicando fra di loro membro a membro le equazioni (22), per i  che 

varia da 1 a n f si ha che:

(23) XJ CX1 X2 • • * x n) =  xJ+l (X± X2---X").
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Siccome Xj =4= o per ogni; j ,  la (23) implica le

n n nX\ X% * * * — Xn ,

sicché gli elementi x1 , x 2 } - - •, x n formano un gruppo, sottogruppo d ’ordine 
p r — i del gruppo m oltiplicativo di F. D unque n divide p r — 1.

2) Si verifica facilmente che la corda passante per i punti (x2 , x2) , 
(x3 , xg) e la tangente per il punto (xx , xf) della parabola y  =  x2 risultano 
parallele se, e soltanto se, la (20) è soddisfatta. Tenendo conto della (20), 
R i R2 • • • R ,/fo rn isce  per ogni i , j  (1 <  i  , j  <  n) le due relazioni

(24) Xj + x J+i =  x j+l + x £ ,

(25) Xj T  Xj+g == x j+l T  Xj+2 ì Xj T  Xj+4. =  Xj+I T  Xj + g ,

ove gli indici si intendono sempre modulo n. Somm ando le uguaglianze 
della (24) per i  che varia  da 1 a n , si ha che nxx =  nx2 =  • • • '=  nxn. Tenendo 
conto del fatto  che p  è la caratteristica del campo prim o di F, ne segue che 
p  divide n, onde n >  p.

Consideriam o ora il sistem a di equazioni alle differenze finite (25). 
Sottraendo dalla seconda equazione la prim a, si ha:

( 2 6 )  X j + à —  2 X j + g  +  X j +  2 =  0  ( y  ==- I j 2 , '  • *)•

È noto dall’algebra elem entare che la soluzione della (26) è Xj =  c1 -\-c2j ) 
ove cx , c2 sono elementi di F indipendenti da j .  D alla (26) discende m ani
festam ente che

Xj+P ~  x j  ì

eppertanto n <  p.  Resta così provato l’asserto.

3) A bbiam o già visto nella dim ostrazione del Teorem a 2 -  più pre
cisamente nel capoverso contenente la (20) -  che, per ogni j  (1 < 7 < ? z ) ,  
la corda R /~ i Ry+i di un  ^-agono  affin-regolare R 0 R x • • * R w_i e la tangente 
per Rj  della conica circoscritta ad esso -  che attualm ente è la circonferenza 
di centro l’origine e norm a 1 -  sono paralleli. Pertanto  la sim m etria 
fyj (1 <  j  <  n) che m uta Ry_i in Ry+i lascia fisso R y. Prendendo ancora la 
sim m etria <py che .m uta Ry in Ry+1 si ha per ogni j  ( /  =■ 1 , 2 , • • - , n):

(27) *y(Ky. , ) = Ry t i , y A R y :l ' - R / - i  , ^ ( R y) - ^ K y)

<Py(Ry) =  Ry+x » ? ( Ry+i)==Ry,

sicché la rotazione univocam ente determ inata, py, che m uta R /_ i in Ry 
vale py =  9y o 6y. M a nello stesso tempo dalla (27) segue

Py (h-y ) Ry+i )

9/ ~  Py+i •
onde
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Al variare di j  da 1 a n, si vede allora subito che

p =  p± —  p2 . . . =  pn ;

pertan to  l’ordine del m ovim ento p vale n. Essendo p un elemento di N ^, 
ossia di un gruppo d ’ordine p r +  G ne discende che n risulta un divisore di 
p r +  I ,  e dunque l’asserto.
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