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Analisi matematica. — Caractérisation des éléments quasi-nil- 
potents dans les algèbres de Banach . N ota di B e r n a r d  A u p e t i t , 

presentata (*} dal Socio B. S e g r e .

RIASSUNTO. — Utilizzando il teorem a di O ka-R othstein per le funzioni sottoarmoniche 
e quello di Vesentini sulla sottoarm onicità del raggio spettrale nelle algebre di Banach, si 
dim ostra un teorem a di continuità del raggio spettrale. Questo viene poi applicato per 
dedurne una caratterizzazione degli elementi quasi—nilpotenti ed una nuova dimostrazione 
del teorema di K leinecke-Slirokov, assieme ad altri risultati di tipo analogo.

On désigne par A  une algèbre de Banach complexe non com m utative 
et p le rayon, spectral.

THÉORÈME i. S i  Xi—>/(X) est une fonction analytique de C dans A et F 
un are de Jordan dans C, d'extrémité o, alors'.

firn P ( / ( * ) ) =  p ( / (o ) )  .
u o
A=j=0 
A e F

La dém onstration est im m édiate si on applique les deux lemmes suivants:

L e m m e  i (Vesentini). S i  X f  (X) est une fonction analytique de C dans A 
alors X p ( /  (X)) est sous—harmonique.

Pour la dém onstration voir [3].

LEMME 2 (O ka-R othstein). S i  9 est sous-harmonique, dans un domaine D 
et si F est un arc de Jordan d'extrémité o dans D alors:

lim 9 (A =  9 (o) .
z ^ O  

. 3 4=0 
z e T

L a dém onstration est difficile. On pourra la trouver dans [4], 71-72. 

C o r o l l a i r e  i. S i  a et b sont dans A , alors 

lim p (a-J  \b) — p (a) .
À->0 
A+0  a g r

COROLLAIRE 2. St sur une droite réelle {<2 A  X | X £ R  } un élément 
est limite d'éléments quasi—nilpotents, i l  est hii—même quasi—nilpotent.

D ’après l ’exemple de K akutani ([2], 282-283) on sait q u ’une limite 
d ’éléments quasi-nilpotents n ’est pas nécessairement quasi-nilpotente, mais 
d ’après le Cor. 2 le résultat est vrai si la limite a lieu sur une droite réelle.

(*) Nella seduta del 28 maggio 1974.
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Dans le cas com m utatif on sait que:

! P O )  —  I I P (P) [ <  p (a +  U )  <  p (a) +  I X I p (b) ,

donc que p (a) =  p (a +  XÆ) si b est quasi-nilpotent. Ce résultat est faux si 
l’algèbre n ’est pas com m utative; mais nous allons donner une caractérisation 
voisine:

THÉORÈME 2. Pour qu'un élément b de K  soit quasi-nilpotent il  fa u t  et 
il suffit que, pour tout élément a de A, on ait:

lim -yï-y p (# +  \b) =  o .
à-> 00 I A I
A e R

C ’est im m édiat d ’après le Cor. 1.
Nous allons m aintenant donner deux corollaires im m édiats de ces théo

rèmes. Le prem ier est très connu ([1], 20).

COROLLAIRE 3 (Kleinecke-Shirokov). S i a commute avec [a , b] =  ab — ba 
alors [a , b] est quasi-nilpotent.

Démonstration. E n développant eXa be~la on obtient:

eXa be~Xa =  b +  X [a , b] +  —  [a , [a , b]] +  —  [0., [0 , [æ , b]]] +  • • • ;

donc, si a commute avec [a , b],

eXa be~Xa =  b +  X [<3 , <£] ,

d ’où p ( 3 . +  X [ #  , b]) =  p (é Xa == p (be~~Xa eXa) =  p (Æ), soit p ([a ffi]) =  o
d ’après le Théorèm e 2.

Remarque. La dém onstration m arche de la même façon si on suppose 
seulem ent que \a , [affi]] commute avec a et b.

On dira q u ’un nom bre complexe oc est sur la frontière extérieure du spectre 
de a s ’il appartien t à la frontière de la composante connexe non bornée du 
com plém entaire du spectre de A. Cela équivaut à dire q u ’il existe un arc de 
Jordan, T, joignant a au point à l’infini et ne rencontrant pas le spectre.

C o r o l l a i r e  4 . S i  [a , b] a =  o  ou si a [a ,  à\ =  o, et si o  est sur la fron 
tière extérieure de a , alors [a , b] est quasi-nilpotent.

Démonstration. Supposons que [a , b] a =  o, l’autre cas se faisant d ’une 
façon analogue. Pour | X | >  j| a |] on a:

b ( i  +  - f  +  -J  +  • • •) =  b - \  [a, b]
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qui, p a r prolongem ent analytique, est aussi vrai sur la com posante connexe 
non bornée du com plém entaire du spectre de a . Ainsi:

p ( * ) = p ( * - - L  [ * , * ] ) ,

d ’où

1*1 p 0) =  p (V — [«,*])

pour X dans cette composante.
E n faisant tendre X vers o sur un arc de Jordan  non contenu dans le spectre 

et en appliquant le Cor. 1, on obtient p ([a , bf) =  o.
Le Cor. 4 s’applique en particulier si tou t élément de A  a son spectre 

discret; dans ce cas, [a , b] a =  o im plique [a , b] quasi-nilpotent.
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