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Geometrie finite. — Osservazioni sui risultati di B . Segre relativi 
ai k —archi contenenti k —  i punti di un ovale. Nota di G a b r i e l e  

K o r c h m a r o s , presentata <*> dal Socio B. S e g r e .

SUMMARY. -— It is given by the Introduction.

I n t r o d u z io n e

U n insieme di k  punti di un piano proiettivo finito che non contenga 
nessuna terna  di punti allineati chiamasi, con B. Segre, un /é-arco. Se un 
/é—arco non è contenuto in nessun (k +  i Varco, lo si dice completo.

Consideriam o u n ’ovale Û di un piano proiettivo finito d ’ordine q, q d i
spari, il che notoriam ente vai quanto  dire che Q è un +  i)-a rco . Se 
O è un punto non situato su per esso passano (q +  i)/2 o (q -— i)/2 secanti 
dell’ovale, secondoché O sia interno o esterno ad £1 Togliendo dai punti di 
Ü un punto per ciascuna delle secanti per O e aggregando O stesso ai punti 
rim anenti dell’ovale, si ottiene un (q - f  3)/2-oppure un (q +  5)/2-arco, 
secondoché O sia interno o esterno ad Q.

La precedente semplice costruzione, data  da B. Segre ([7], pp. 152) è 
im portante per più motivi. D a una parte  -  tenendo conto di una sua osser
vazione, a norm a della quale un L a rc o  di S2f*, piano di Galois d ’ordine 
q =  p r (j£=H2), avente più di (q +  3)/2 punti sopra una stessa ovale, giace 
per intero su tale ovale -  essa determ ina la migliore limitazione possibile; 
d ’altra  parte, essa fornisce, sotto certe condizioni, archi completi. Più preci
samente, assunto q =  3 (mod 4), L. L om bardo-R adice ha dim ostrato che 
in S‘2^ m ediante questa costruzione si può ottenere un (q +  s)/2-arco 
completo [3]; d altro canto, nel caso in cui q ~  1 (mod 4), verrà dim ostrato 
nel § I I I  del presente lavoro che si può ancora ottenere un (q +  3)/2-arco 
completo.

L a stessa costruzione fornisce risultati anche nel caso dei piani non-desar- 
guesiani. Infatti, É. Sàrkànv  ha determ inato un (q +  5)/2-arco completo 
in un piano di M oulton d ’ordine q, con q =  3 (mod 4) [6].

Nel § II, basandosi sem pre sulla stessa costruzione, verrà determ inata 
una classe di (q T  7)/2-archi, contenenti (q -f- 3)/2 punti di una conica di S2>ç, 
con q — i (mod 4).

Verrà d im ostrata in un caso speciale -  in cui cioè q =  2 p — 1, con 
p  prim o dispari -  la completezza dei suddetti archi, anzi, in un certo senso 
più della completezza: se un piano di Galois di ordine 2p — 1, p  prim o

(*) Nella seduta del 20 aprile 1974.
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dispari, am m ette un k-arco  contenente (g +  3)/2 punti di una conica, allora 
k <  (3 +  7) /2-

I. Per svolgere il presente studio è opportuno prem ettere alcune proposizioni, in parte 
note, relative alle involuzioni di una conica di un piano di Galois d ’ordine dispari ed alle pro
prietà elem entari dei /é-archi.

Sia O una conica in S2,^, piano di Galois d ’ordine q — p r (p=f2) .  Se L, M e P sono 
tre punti allineati del piano (con L, M non necessariam ente distinti fra di loro), tali che L, 
M e fi e P € Ù , per « L P n  » si intenderà -  convenzionalmente -  il punto M. Preso quindi 
un punto qualsiasi del piano, m a non giacente su fi, la corrispondenza (pp : L - ^ « L P n Ù  » 
(per ogni L di D) induce una perm utazione dei punti della conica, che verrà chiam ata u n ’in 
voluzione d i centro P.

È  noto che per ogni re tta  /  del piano, l’ordine del gruppo T / generato dalle involuzioni 
di centro appartenente ad /*  =  /  — fi vale 2h, dove h  denota la cardinality di /*  ([5] 4.1). 
Ci proponiam o di dim ostrare che risulta diedrale, purché /  non sia tangente ad  fi. A tale 
scopo verranno esam inate nel n. 1 alcune proprietà riferite ai sottogruppi di T ^

i .  Siccome Y l ha ordine 2 h , ne segue che i suoi elementi o sono involuzioni oppure la 
composizione di due di esse: =  9P 0 9q— elementi che prenderanno il nome di corri
spondenze assiali. Esse godono delle seguenti proprietà: ([5] 3.2, 3.3, 3.4):

1.0 Per tu tti L . M e f i  con L =j= M ^P,Q e M =j= L<Jjp’Q L M * ''Qn  l ' 1'p’q M e  l*.
1.1 Presi una corrispondenza assiale <];p>Q, e un punto  U 6 /*  esiste ed è unico R G /*

tale che ipPjQ =  ,
1.2 P er ogni <pp , ^ G , 9P 0 41 — 4'~1 0 9P •
1.3 Se L ,M  sono p u n ii d i Q* =  f ì \ l  allora esiste una sola corrispondenza assiale 

che trasforma  L in  M.
D a 1.1 e 1.3 segue che

1.4 Presi un punto  arbitrario M d i D* ed una corrispondenza assiale ^ p q i  p u n ti

M, M ^P,Q ed i l  polo d i l  rispetto ad  D giacciono su d i una retta se e soltanto se 
f̂ P>Q r ŝu^ a involuioria.

Dimostrazione. A prescindere dal caso banale in cui M =  M Vp,Q, e contem poraneam ente 
^ Pjq risulta l’unità di r /5 denoteremo con R l’intersezione di MM ' P,Q di /, poi ordinatam ente 

con V e W  le intersezioni di l  e delle tangenti di Q relative ad M e M P,Q. Supponiam o che 
MM p'iQ passi per il polo di /, ossia che V e W  coincidano. Ne seguono im m ediatam ente le:

(i)  M ^p,Q =  JvéR,v (2) =  M.

Pertanto, avuto riguardo alla 1.3, la  (1) fornisce =  ^ R>y . Q uest’ultima, in forza
della (2), esprime che ^ Pjq , dev’essere involutoria.

Reciprocam ente si hanno le:

M ^p’q =  M ^r,w , m ^r>5° ^ w’e =  M.

Ne discende subito la

(3) jy^R.W0 _  M .

Sfruttando ancora la 1.3, la  (3) implica che la composizione w =  ^ y ,R risulta l’unità 
d i ' i y ,  che si rappresenta anche nella forma 4*r w 0 R > sicché, in virtù della 1.1,

W  ==:ÿ .  M a quest’ultim a esprime che la retta  MM^P,Q passa per il polo di l  rispetto ad D. 
Si osservi che, utilizzando 1.1 e 1.3, si prova agevolmente che:

1.5. Le corrispondenze assiali ^ p ^ form ano un sottogruppo commutativo A/ d'ordine
h d i Y r
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D a 1.2, con ulteriori analisi, si deduce che:

1.6 Le corrispondenze assiali ^ pQ  con p u n ti  P ,Q  esterni ad  Cì form ano un sotto
gruppo d i A/ .

Dimostrazione. È chiaro che l’inversa di una corrispondenza assiale <]>p ^ risulta p . 
D unque essa ha gli stessi centri, sicché risulta dotata di punti esterni.

Così per m ostrare l’asserto, basta provare che ogni scelta di quattro  (non necessaria
mente distinti) punti esterni ad D , P , Q , U , V di /*  fornisce un altro punto R, il quale è
-  similmente — esterno alla conica e soddisfa alla seguente proprietà

^ P . Q ° ^ U , V  =  ^R, V •

Cominciamo coll’osservare che

1-7 Purché  P, Q ,U , p u n ti d i l, siano esterni ad  Q, i l  punto  R e /*  soddisfacente alla 
relazione

(4) _ V ,Q  =  V ,U
risulta  del pain esterno.

D im ostrazione. Ad escludere casi evidenti, in cui cioè P =  Q o Q =  U oppure /  risulta 
tangente ad Cì, per i quali le (4) m anifestam ente sussiste, sia L il punto di contatto di una tan 
gente di D uscente da P. A llora i punti L , M =  L^P’Q =  , N =  L^p,(?o CPu =  di JQ
sono distinti ed i lati LM, MN del triangolo LMN inscritto in Cì intersecano /  in punti esterni
-  Q e U  sicché, in forza di un teorem a noto ([2], teor. 1.), per il terzo lato NL sussiste la 
stessa affermazione: esso interseca l  in un punto esterno, il quale, in virtù di LN =  RN, 
coincide con R.

Sfruttando la 1.7, dalla (4) discende senz’altro che

V , q 0' V v =  ^ R .iO 'h j .v  =  V , v
N otiam o che dalle 1.1, i.ó  e 1.7 si ricavano ordinatam ente le:

1’̂  ^P,Q =  ^ r ,q  P — R,
1.9 preso un punto  Q 6 l  esterno ad Cì, ogni ^ € S / può essere scritta nella form a  

^P,Q con un °PPortuno punto  P o Q esterno ad Cì,
1.10 se uno dei p u n ti  P, Q d i /*  risulta  esterno, Valtro interno ad  Q, allora

Dalle 1.8 e 1.9 segue senz’altro che 2 / contiene tanti elementi quanti sono i punti esterni 
ad  D che giaciono su /, cioè

i l i  L'ordine d i risulta  h o h p  secondoché l  sia tangente 0 no rispetto ad CI. 
Confrontando 1.5 ad 1.11 si trae che

1.12 Se P , Q d i /*  sono interni ad  Cì, allora ^ p q £  2 ,.
Osserviamo poi che

1 -13 Ogni è un elemento quadrato fiel gruppo  A/ .

Dimostrazione. Sia rappresentata nella forma ^ p ,q , dove P , Q P /  sono punti
esterni ad Cl. Indichino PP i e QQi (Pi , Qi € Cì* =  C l \ l )  due tangenti ad Cì; inoltre
denoti U =  Pi Q if i/. A llora P i P,Q =  P i U•=  Qi — QVq =  P i u ,v , sicché in virtù della 1.3,

+ P ,U  =  + U ,Q  * N e  s e ^ u e  Che ^P,Q =  + P,U =  +U ,Q  =  V u ° + ‘p , u »  ° n d e  1 ,a sser t0 - 
D enoti, 2  l’unione dei 2 /5 al variare di l  sulle rette di S2,q .
Poiché ogni 2 / è contenuto nel gruppo T  generato dalle involuzioni del piano, 2  risulta 

ovviam ente un complesso contenente ~  (q (q2 — 1)) elementi di esso. Vogliamo ora provare

che 2  è un gruppo il quale, in base ad alcune sue proprietà, risulta isomorfo al piccolo gruppo 
proiettivo PSL (à , q), sul campo G F (q).

Siano L, M, I / ,  VP (L = -M , L / ='= VP) punti di D. Indichino u e v  le tangenti a tale co
nica nei punti L e VP rispettivam ente, e siano U =  MM7 n  u e V =  L I /  n  v. A llora U e V 
sono esterni alla conica e ^ u>v m uta L in L7 ed M in VP. D unque è 2-;transitivo su Cì.
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Siano e  e con A =!= 2̂ . Purché U =  l± n  h  & D, in forza delle 1.1,
1.7, 1.1.0, 1.12 possono venir scritte nella forma <)q =  u  e ^2 =  ^v 2 u> dove A qG ^ e 
V2 G /2 sono contem poraneam ente esterni o interni ad O, secondoché U è esterno o interno 
rispetto ad essa. D a ciò si conclude che ^  0 ^ 2_1 =  ^  u  0 V, =  0 0 0 ^V2 ~
=  4lv 1 v2 * Q uiudi in questo caso anche ^ q o ^ ^ G S .

Se invece U =  h  n  4  G Q, prendiam o due punti U i e U2 tali che U i G 4  e U2 G /2 , ed 
inoltre U i U2 risulti esterna ad Q. In  virtù delle 1.1 e 1.7 esistono allora. Vi e V2 per i quali 

u t e ^2 == Òy2,u, > dove U,- e Vz- (2 =  1 , 2) sono punti contem poraneam ente 
esterni o interni ad D. Denoti w  una retta  passante per Vi ed esterna alla conica e indichi 
W i — w  O U1U2, inoltre, W2 denoti il punto di U i U2 per cui u 2 — ^yq w2 • Allora

1 =  °^u2,v2 =  9V,°9u1 ocPu2ocPv2 “  ^Vi0

° ^ U 1, U 2 0 (P v 2 =  ^ v ^ V . w , 0 ^ ,  =  ^  V i , Wx 0 ^ W 2, V2 >

dove Vi W if i W2 V2 6 D, pertanto anche in questo caso 'jq o (jj“ 1 G 2 .
Abbiam o così provato che 2  è un gruppo, ossia un sottogruppo 2-transitivo su O

d'ordine  — ((a2 — 1) q) d i P.

Osserviamo poi che 2  soltanto Vunità fissa  d i due p u n ti d is tin ti d i D; pertanto, un ben 
noto teorem a di Suzuki [9] garantisce F isomorfismo fra 2  e PSL (2 , q).

Poiché ogni sottogruppo com m utativo d ’ordine h (— (q ■—■ i)/2 o {q f i  i)/2) risulta 
ciclico ( f i ], pp. 191), resta provato il seguente asserto.

1.14 Purché l  non sia tangente d i Ü , 2 / risulta ciclico.
A vuto riguardo delle 1.13 e 1.14 si ha ovviam ente che

1.15 Purché l  non sia tangente d i O , risulta  ciclico.
Per concludere, 1.1 e 1.15 forniscono l’asserto desiderato:

1.16 Purché l  non sia tangente d i O , P z , risulta diedrale.

2. Siano D u n ’ovale e ^  un /è-arco di un piano proiettivo d ’ordine n, 
n dispari. Supponiam o che & non sia contenuto in Q, e che fi ed O abbiano 
s punti in comune. Cosi da un punto P di & e fuori di D A rette conducono a 
punti comuni. Indichi m  la cardinalità delle tangenti che si trovano tra  essi. 
Sapendo che n +  1 rappresenta il num ero dei punti dell’ovale, ne discende 
facilmente la seguente disuguaglianza:

(5) m  +  2 (A — m) <  n +  1.

D a (5) e dal fatto che in un piano d ’ordine dispari m  può assum ere soltanto 
due valori o e 2, secondoché il punto P è interno o esterno rispetto ad D, si 
hanno le seguenti proposizioni [4]:

2.0 A <  O  +  3)l2> 
se s — (n fi- 3)/2

2.1 risulta sempre m  — 2, ossia i punti di fi non giacenti su D risultano 
esterni rispetto all' ovale ed i punti di contatto delle tangenti ad  D 
per tali pun ti appartengono Q O Oq

2.2 ogni secante di D, uscente da un punto di fi, fu o ri d i D contiene 
('almeno) un punto dall'insieme ü f l ^ ,  e quindi -  tenendo conto 
delfatto che non v e  alcuna terna di punti allineati — esattamente uno,

2.3 ogni secante di D che non contenga alcun punto di R f l  & risulta 
esterna ad  D.
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II. 3. Riferiamoci ora di nuovo ad S2)Ç, piano di Galois d ’ordine q 
dispari. Supponiam o che S2fÇ am m etta un >é-arco & contenente (q +  3)l2 punti 
di una conica O ed avente (almeno) altri tre punti P, Q fuori di essa. Siano 
chiam ati rispettivam ente F1 , P 2 e Q x , Q 2 i punti di contatto di £2 con le 
tangenti ad essa uscenti da P e da Q. Conservando le convenzioni del n. 1 
e n, 2 dalle proposizioni già provate segue facilmente che:

3.0 Per un punto L e ù  distinto da P x e P2 con cui non si abbiano 
L^p>q — Qx 0 L Vp’Q =  Q2 , L^PjQ risulta un punto di £2 f i & o 
soltanto di £2, secondochè L  appartiene ad  Q f ì  ^  oppure no. Se 
invece sussiste uno dei casi L  =  P x, . L  == P 2 , ■ ' L^P»Q =  Q x ,
Lvp,q =  Q2, il  punto L^P’Q non appartiene ad  O fi Ih

D a 3.0 si può dedurre una regolarità che ci abilita a determ inare la con
figurazione dei punti di £2 f i Ih Infatti, partendo da un qualsiasi punto di 
£20 & e poi applicando 3.0 si può stabilire univocam ente l’appartenenza o 
no a £2 D & degli altri punti che sono contenuti nella stessa orbita di 
rispetto ad Q.

Le proprietà geom etrico-algebriche enunciate precedentemente suggeriscono una costru
zione di un (ç +  7)/2-arco contenente esattam ente (ç +  3)/2 punti di una conica, costruzione 
analoga a quella di B. Segre citata nell’Introduzione.

Siano riprese a tale scopo in S2>* una conica £2 ed una re tta /  che, a ttu a l
mente, non abbiano punti in comune. In virtù della 1.14 debbono quindi
esistere due punti P , Q di /  esterni ad £2 tali che la corrispondenza assiale
4q q =  ^ risulti un generatore di S 7, d ’ordine (q +  i)/2. D a ciò discende 
subito che agisce su O secondo due orbite. A ssunta l’ipotesi q — 1 
(mod 4), i punti di contatto Px e P 2 delle tangenti uscenti da P -  in forza 
della 1.4 -  giaciano su diverse orbite ed i punti di £2 sono, attualm ente, della

forma P i \  P f  (al variare di n da 1 a (q +  i)/2). Ne segue che il sottoin

sieme & =  { PÎ , P2 I l — (ç +  3)/4> (ç +  3)/4 +  1 , • • *, (g +  i)/2 } di £2 ha 
(3 +  3) /2 punti. Servendosi delle corrispondenze , ç p e <pQ, in forza
della 1.16 si stabiliscono le seguenti proprietà elementari di

(6) P ^ ocpp=  pvP°

p ^ ^ ocp  _ _  pcp  _ _
r 2 — *2 — r 2 =  r 2 ,

Çj'y p ^ ° c p Q _ _  p cP p O tjA “ 1) 1 _ _  p ^ “ 1) 1 __

p;h°fpQ _  p ^ p o ^ -1) 1 _  p ^ - 1)“ 1 __

Pertanto, posto nella (6) t =  (q +  i)/2  ed nella (7) t =  (q +  3)/4, si hanno le

p ^ ( ^ ‘t 1) / 2 ocpP   p^C ö’L 1) /2 p 4 , ( ^ + 3) /4 0 4;   p t j / ^ L 3) /4 ,  . ^
r» * * > =  ï y 2 j  t
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m entre per gli altri valori di t  i punti di Q P f 0(?p , p f ocpQ (i =  1 , 2) non 
appartengono a &*. D a ciò segue senz’altro che due punti di O'* non risultano 
mai allineati né con P né con Q. R icordando il fatto che PQ ed £2, quindi 
PQ e O' , non hanno alcun punto  in comune, abbiam o dunque che:

3-1 Aggregando P e Q a O'* si ottiene in S2,ç, dove q =  1 (mod 4), un 
(d +  7)/z-arco avente (q-\~3)l2 punti giacenti su d i una conica.

4. Verifichiamo ora una proposizione valida per ogni piano di Galois 
d ’ordine q =  2 p  — 1, dove p  è un  num ero primo tO.

4.1 Sia un piano di Galois d'ordine 2 p — 1, con p  primo dispari. 
Se S ammette un k-arco O' contenente (■q +  3)/2 punti d i una conica 
Ü ed avente (almeno) altri due punti P, Q non situati su d i essa, 
il  polo di PQ risulta interno rispetto a quel (q +  3)/2-arco che viene 
costituito dai punti di Q fi 0.

D im ostrazione . Avuto riguardo della 2.3, /  =  PQ risulta esterna alla conica; sicché il 
fatto che p  è un numero primo fornisce in virtù della 1.4 che i punti di Cì allineati col polo di 
/  -  dunque anche P1 e P2 -  appartengono a diverse orbite di 2^ . Sempre a causa dell’ordine 
attuale di S / , 4p ,q ha due orbite su Q e risulta un generatore del gruppo. Partendo, da P 1 
e P2 , 3.0 determ ina nelle due orbite la configurazione dei punti di Q n  0. Rileviam o che

.v 4n 4« .
da ciò segue che e P2p>? risultano contem poraneam ente punti o di f i n  O' o soltanto
di O; inoltre, in base alla 1.4, si prova senza difficoltà che essi sono allineati col polo di /.

. <bn <S)n
Ricordando il fatto che i punti della conica sono della forma P1p,Q , P 2p>Q , al variare di n 
da o a p  — i, si conclude con l’asserto.

D alla 4.1, ed operando con un semplice ragionam ento in cui si appli
chino le 1.4, 1.11 e 2.2, si deduce la

4.2 Sia  S un piano d i Galois d'ordine 2p -— 1, con p  prim o , dispari. 
Se S ammette un k-arco contenente (q +  3)/2 punti d i una conica, 
allora k  <  (q +  7)/2.

Dimostrazione. Siano ^  un >è-arco ed O una conica di S, e supponiam o che 
essi abbiano (q +  3)/2 punti in comune. Se ft avesse (almeno) {(q +  7)12} +  1 
punti, allora & am m etterebbe alm eno tre punti P , Q , R esterni rispetto ad 
Q. Pertan to  i poli di P R  e Q R  -  siano essi P + e Q+ -  sono distinti e la re tta  
PQ non risulta tangente ad Q. In  virtù della 4.1, la corrispondenza assiale 
^p+,q+ G 21/ (/ =  PQ) m uta in sé, sicché il suo ordine è un divisore di
(d +  3) /2- Nello stesso tem po, dalla 1.11 segue che quest’ordine divide 
G 7+1)/2 0 ( ç — i)/2, secondoché P + Q + risulta esterna od in terna rispetto 
ad £ì. Le due precedenti proposizioni forniscono im m ediatam ente che 
P + Q+ interseca Û in R i e R2 e ^p+q+ è involutoria. Preso quindi un

(1) La necessità di quest’ultim a condizione segue da ciò che la proposizione non si 
estende per esempio al caso in cui q =  29.
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punto L  di £2 O ft, distinto da R i e R2, Q m uta L  in un altro punto di 
ß O  sicché L , L^P’Q ed il polo di P +Q+ -  avuto riguardo della 1.4 -  
giaciono su una retta. Poiché quest’ultimo polo concide con R, abbiam o 
trovato  tre punti allineati appartenenti a &. Per assurdo si prova così 
l’asserto.

III .  5. Proseguiamo ora lo studio del n. j ,  § I. Osserviamo che dalle 1.1, 
1.3, e 1.4 si ricava in particolare che:

5.0 A  condizione che h =  2 {mod 4), un punto P e / *  =  / \ Q  risulta 
interno 0 esterno ad £1 se e soltanto se la retta congiungente P col 
polo di l  è rispettivamente secante o esterna ad  £2.

D im ostrazione: Poiché l’ordine di Al è pari, m entre quello di 2̂  è dispari, A; \  2 / 
contiene un elemento di periodo due; essa in forza della 1.1 può venir espressa nella 
forma 4 PjQ •

Supponiam o prim a che P sia interno ad £2, cioè compatibilm ente con la 1.12 Q sia esterno.
2

Siano Qi e Q2 e punti di contatto delle tangenti di £2 uscenti da Q. Essendo qJp.q =  Q 
?q m uta Q^p in sé, sicché Q^p — Qx, oppure Q^p =  Q2 . Siccome QP non è tangente alla conica,

ne segue Q^p =  Q2. D unque Q1Q2n / =  P e ovviam ente, Qx Q2 passa per il polo di l  Vice
versa, sia r  una retta  passante per il polo di /, tale che m l — P e r n f ì  =  {Q1 ,Q2}. Se 
Q denota Pintersezione di /  e della tangente di £2 per Q allora 4 m uta m anifestam ente Q± 
m Q2, sicché in forza della 1.4 essa risulta involutoria. Tenendo conto dell’ordine attuale  
di E /? ne segue che e ciò in forza della i . iò  fornisce che P è interno.

D alla precedente dim ostrazione segue m anifestam ente il verificarsi dell’asserto anche 
nel caso di P esterno.

In  seguito supporrem o /  non tangente ad Q. Così, avuto riguardo dalla 
e h ,  E /} ha due orbite su £2* =  £2 \ /, che verrano denotate con £21}/ e £22)/ 
rispettivam ente. Tali orbite soddisfano alle seguenti proprietà:

5.1 Ogni secante r  (>=)=/) ad  £2 uscente da P e /*  =  / \  £2 contiene 
esattamente un punto d i qualunque delle orbite £21}/ e Q2 1 se e 
soltanto se P risulta interno ad  £2.

Dimostrazione. Siano {Qj. , Q2 } =  r n  £2. Se Q denota l’intersezione di /  e della 
tangente di £2 per Qx , allora 4Q p m uta m anifestam ente Qr  in Q2 . D unque Qx e Q2 giacciono 
su diverse o rb ite ,se e soltanto se Poiché Q è esterno alla conica, in virtù delle 1.12

equivale col fatto che P sia interno ad essa. Confrontando le ultim e due proposi
zioni si ottiene l’asserto.

5.2 A  condizione che h — 2 (mod 4), ogni secante d i £2 che passa per 
i l  polo d i l  rispetto ad essa, contiene esattamente un punto d i qua
lunque delle orbite Q1}/ , £22,/.

Dimostrazione. In  virtù della 1.11 l’ordine attuale di E/ risulta dispari, sicché in esso 
non esiste elemento di periodo 2. Tenendo conto della 1.4, ne discende m anifestam ente 
l ’asserto.
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Nel piano affine S ^ ,  ottenuto da S2jS,, privandolo della re tta  
le 5.0, 5.1 e 5.2 si possono in terpretare nella seguente m aniera:

5.3 Se fìl è un'ellisse 0 un'iperbole di S2^,' secondoché q — 1 (mod 4) 
o q =  3 (mod 4), un punto improprio P risulta interno o esterno 
ad  Q se e soltanto se il  diametro-passante per P è secante 0 esterno 
ad essa. Inoltre, ogni diametro-secante d i Q contiene un punto sia 
di Op/ ,  che di Q2,/*

5.4 Se Q è un'ellisse 0 un'iperbole di S2,^, secondoché q =  1 (mod 4) 
o q 3 (mod 4), si può ottenere un (q +  3)/2— o (q +  S)l2~arco 
rispettivamente, aggregando a qualunque delle due orbite d i 2 / 
//  centro della conica -  primo caso — ed anche i punti impropri -  
nel secondo.

Ci proponiam o di provare la completezza degli archi in tu tti e due i 
casi. A  tale scopo, ricordiam o un risultato recente di B. Segre che ci servirà 
a tale scopo.

6. È noto come, su di una retta  proiettiva S i , ç sopra un campo di Galois d ’ordine q, 
possa definii si la  nozione di birapporto; sicché, analogam ente al caso classico, può anche 
allora introdursi il concetto di coppie di punti che si separano e che non si separano ([8], n. 3). 
Presi due punti distinti di S i,^ , essi spezzano questa in due segmenti proiettivi sui quali non 
ci sono coppie di punti separati dai prim i due ([8], n. 3). Se si passa della re tta  Si,«/ ad una 
retta alfine S i , ç , presi su questa due punti distinti A e B, tra  i due segmenti proiettivi deter
m inati da A, B ve n ’è uno che è infinito, cioè’che contiene il punto im proprio di Si,«/. Si dice 
che un punto P di S i ,q -  distinto da A e B -  è interno o esterno al segmento alfine AB a seconda 
ch’esso non appartenga o appartenga al suddetto segmento infinito ([8], n. 3).

Se ora ci riferiamo ad una qualunque conica irriducibile Lì di un piano proiettivo di Galois 
S-2,<7 (con q dispari), i punti di esso non situati su Lì rimangono classificati in punti esterni o 
interni ad Lì secondoché pei essi passa o non passa qualche tangente di Lì.

Nasce così per una conica irriducibile Lì di S2,?, piano affine corrispondente ad S2,</, 
il seguente problema: presi su Lì due punti distinti P i e P2, come si com portano rispetto 
alla conica i punti della retta  Pi P2 esterni o interni a  segmento alfine Pi P2 ?

La risposta risulta assai diversa a seconda che Q, è una parabola o una conica a  centro 
([8] pp. 390). B. Segre ha dim ostrato che, se f i è una parabola, ogni punto esterno a Pi P2 è 
anche esterno ad Lì ed ogni punto interno a Pi P2 risulta interno ad Lì. Se invece Lì è una conica 
a centro, tu tti i punti esterni al segmento Pi P2 hanno uno stesso com portam ento rispetto ad 
Lì e lo stesso può dirsi di tu tti i punti interni al segmento Pi P2 ; ma, m entre per certe rette 
Pi P2 i prim i risultano esterni ed i secondi interni ad Lì, possono esistere altre rette per cui le 
due alternative si scambiano. Inoltre, i suddetti comportamenti vengono sempre conservati 
se la  secante Pi P2 subisce un quasiasi spostamento parallelamente a se stessa.

U n punto proprio P di S2,^ non giacente su Lì si dice regolare rispetto ad Lì se ha uno 
stesso com portam ento sia rispetto ad essa sia rispetto ad ognuna delle coppie di punti inter- 
cette da Lì sulle rette di S2,? uscenti da P che segano o toccano Lì. Per contrapposto, un punto 
proprio P di S^,2 non giacente su Lì prende il nome punto pseudoregolare rispetto ad  Lì, 
quando P sia esterno rispetto ad Lì m a interno rispetto ad ognuno dei segmenti intercetti 
da Lì sulle singole rette per P secanti la Lì.

B. Segre ha esam inato le varie possibilità che possono presentarsi per i punti regolari 
o pseudoregolari rispetto ad una conica a centro di S2 ,q ed ha provato i seguenti teoremi ([8], 
pp. 23, 37, 29, 49):

Una qualsiasi ellisse, nelVipotesi che q =!= 5 e q A= 7, ed una qualsiasi iperbole ammette 
soltanto i l  centro quale punto  regolare.
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Un'ellisse d i 82,^ ammette p u n ti pseudoregolari rispetto ad  essa se, e soltanto se, q =  3 
oppure q — 5. I  soli p ia n i affini d i Galois in  cui un'iperbole ammette p u n ti pseudoregolari 
d istin ti da l centro sono quelli d i ordine 7, 9, 11, 13.

In  possesso dei suddetti risultati, possiamo enunciare una conseguenza 
della 5.1.

5.5 Presi due punti propri Pi e P2 su una conica a centro Q di S^, 
i punti della secante Pi P2 hanno lo stesso comportamento sia rispetto 
ad  Q e sia rispetto al segmento Pi P2 se e soltanto se P i, P2e . Qlf/ 
oppure P i, P2 e D2,/oo *

Veniamo ora a  provare la completezza degli archi determ inati nella 5.4. La dim ostra
zione è la stessa in tu tti e due i casi.

Denoti Q/qq qualunque delle due orbite O i,/^ e Q2,/œ - Consideriamo un 
punto R  tale che le tangenti per esso tocchino D in Q/oo. Siano i punti 
di tangenza L i e L 2 . A llora il diam etro O R  risulta la polare del punto  
im proprio della re tta  L i L 2 , il quale in forza della 5.1 è esterno ad Û. Ne 
segue senz’altro che O R  è secante ad Q, sicché in v irtù  della 5.3 tale 
diam etro contiene un punto di Q /^ . D unque R non è aggregabile.

Per un altro punto U , eventualm ente aggregabile all’arco occorre che 
la re tta  U M , al variare di M sui punti di D/oo, percorrano le secanti di Ü per 
U  e gli estremi dei segmenti intercetti da esse giacciano su diverse orbite. D a 
ciò, in forza delle 5-1 e 5*3> viene stabilito che U  dev’essere proprio e poi, 
riapplicando 1.7, che U  è necessariam ente pseudoregolare rispetto ad Q. 
Tenendo conto del teorem a citato di B. Segre si ottiene così l’asserto, purché

5> 7> 11 - I tali così, sfru ttando le proprietà caratteristiche dei punti pseu
doregolari ([8], nn. 19, 23, 31, 37) si può im m ediatam ente verificare l’asserto.
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