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Geometrie finite. — Osservazioni sui risultati di B. Segre relativi
ai k-archi contenenti k— 1 punti di un ovale. Nota di GABRIELE
Korcuamiros, presentata @ dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — It is given by the Introduction.

INTRODUZIONE

Un insieme di # punti di un piano proiettivo finito che non contenga
nessuna terna di punti allineati chiamasi, con B. Segre, un A-arco. Se un
k—arco non ¢ contenuto in nessun (£ -+ 1)-arco, lo si dice completo.

Consideriamo un’ovale Q di un piano proiettivo finito d’ordine g, ¢ di-
spari, il che notoriamente val quanto dire che Q ¢ un (g + 1)-arco. Se
O ¢ un punto non situato su Q] per esso passano (g + 1)/2 o (g — 1)/2 secanti
dell’ovale, secondoché O sia interno o esterno ad Q. Togliendo dai punti di
Q un punto per ciascuna delle secanti per O e aggregando O stesso ai punti
rimanenti dell’ovale, si ottiene un (g -+ 3)/2-oppure un (¢ +-5)/2-arco,
secondoché O sia interno o esterno ad Q.

La precedente semplice costruzione, data da B. Segre ([7], pp. 152) ¢
importante per pitt motivi. Da una parte — tenendo conto di una sua osser-
vazione, a norma della quale un 4-arco di S,,, piano di Galois d’ordine
g=72" (p=F2), avente piu di (¢4 3)/2 punti sopra una stessa ovale, giace
per intero su tale ovale — essa determina la migliore limitazione possibile;
d’altra parte, essa fornisce, sotto certe condizioni, archi completi. Pit preci-
samente, assunto ¢ = 3 (mod 4), L. Lombardo-Radice ha dimostrato che
in Sy, mediante questa costruzione si pud ottenere un (g -+ 5)/2-arco
completo [3]; d’altro canto, nel caso in cui ¢ = 1 (mod 4), verrd dimostrato
nel §ITT del presente lavoro che si pud ancora ottenere un (g + 3)/2-arco
completo. .

La stessa costruzione fornisce risultati anche nel caso dei piani non—desar-
guesiani. Infatti, E. Sirkiny ha detcrminato un (¢ + 5)/2—arco completo
in un piano di Moulton d’ordine ¢, con ¢ = 3 (mod 4) [6].

Nel § II, basandosi sempre sulla stessa costruzione, verrh determinata
una classe di (g -+ 7)/2~archi, contenenti (¢ + 3)/2 punti di una conica di S, ,,
con ¢ =1 (mod 4).

Verra dimostrata in un caso speciale — in cui cio¢ ¢ = 2 p — 1, con
# primo dispari — la completezza dei suddetti archi, anzi, in un certo senso
pit della completezza: se un piano di Galois di ordine 2p— 1, p primo

(*) Nella seduta del 20 aprile 1974.
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dispari, ammette un 4-arco contenente (¢ -+ 3)/2 punti di una conica, allora

£ <(g+ 7l

I. Per svolgere il presente studio & opportuno premettere alcune proposizioni, in parte
note, relative alle involuzioni di una conica di un piano di Galois d’ordine dispari ed alle pro-
prieta elementari dei -archi. »

Sia Q una conica in Sz,;, piano di Galois d’ordine ¢ = " (p==2). Se L,M e P sono
tre punti allineati del piano (con L, M non necessariamente distinti fra di loro), tali che L,
M€Q e P€Q, per « LPNQ» si intenderd — convenzionalmente — il punto M. Preso quindi
un punto qualsiasi del piano, ma non giacente su Q, la corrispondenza ¢p:L = «LPNQy»
(per ogni L di Q) induce una permutazione dei punti della conica, che verra chiamata un’sz-
voluzione di centro P.

E noto che per ogni retta / del piano, Pordine del gruppo I', generato dalle involuzioni
di centro appartenente ad /* =/—Q vale 24, dove % denota la cardmahta di 7* ([5] 4.1).
Ci proponiamo di dimostrare che I, risulta diedrale, purché / non sia tangente ad Q. A tale
scopo verranno esaminate nel n. r alcune proprieta riferite ai sottogruppi di T',.

1. Siccome I', ha ordine 2/, ne segue che i suoi elementi o sono involuzioni oppure la
composizione di due di esse: kI)P’Q = @p © ¢4~ elementi che prenderanno il nome di corri-
spondenze assiali. Esse godono delle seguenti proprieta: ([5] 3.2, 3.3, 3.4):

1.0 Per tutti L, M€Q con L==M"" ; M-—1%¢ LM*Pon1¥nepes”
1.1 Presi una corrispondenza asszale $p, Q> ¢ un punto U €/* esiste ed ¢ unico R€I*
tale che ‘*”P =dp o
1.2 Per ogni ¢, , Y€, opo0d = ¢ log,.
1.3 Se L, M sono punti di QF = QN[ allora esiste una sola corrispondenza assiale
che trasforma L. in M.
Da 1.1 e 1.3 segue che

1.4 Presi un punto arbitrario M di OF ed una corvispondenza assiale ¥p, Q i punti

M, MY0 o i polo di [ rispetto ad Q giacciono su di una rette se e soltanto se
risulta involutoria.

q"P,Q

. . . . . b
Dimostrazione. A prescindere dal caso banale in cui M = M 79 e contemporaneamente
bp 0 risulta I'unitd di I',, denoteremo con R I'intersezione di MM 7r0 di /, poi ordinatamente

be,q

con Ve W le intersezioni di / e delle tangenti di Q relative ad M e M "%, Supponiamo che

MML[)P *? passi per il polo di /, ossia che V e W coincidano. Ne seguono immediatamente le:

(1) MY = MYR (2) M¥retry gz
Pertanto, avuto riguardo alla 1.3, la (1) fornisce ¢y, 0 ‘l'R,V' Quest’ultima, in forza
della (2), esprime che \IJP , dev’essere involutoria.
Reciprocamente si hanno le:
M ¥p o — M‘[’R,w ) M¢R,Q°¢W,R — M.

Ne discende subito la
(3) M¢R,W°'ﬂ"v,g — M.
Sfruttando ancora la 1.3, la (3) implica che la composizione y y = y, g Tisulta unita
di Plf che si rappresenta anche nella forma LIJR’W o kl)w’R, sicché, in virth della 1.1,
W = V. Ma quest’ultima esprime che la retta MMYre passa per il polo di / rispetto ad Q.
Si osservi che, utilizzando 1.1 e 1.3, si prova agevolmente che:

1.5. Le corrispondenze assiali l.IJP,Q Jormano un sottogruppo commutativo A, dordine
hdiT,.
4
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Da 1.2, con ulteriori analisi, si deduce che:

1.6 Le corrispondenze assiali kIJP_ Q con punti P ,Q esterni ad Q formano un sotto-
gruppo L, di A,.
Dimostrazione. T chiaro che Vinversa di una corrispondenza assiale 4‘P,Q risulta LIJQ’P .
Dunque essa ha gli stessi centri, sicché risulta dotata di punti esterni.
Cosl per mostrare I'asserto, basta provare che ogni scelta di quattro (non necessaria-
mente distinti) punti esterni ad Q, P, Q, U,V di /* fornisce un altro punto R, il quale &
— similmente — esterno alla conica e soddisfa alla seguente proprieta

LPP,Q Yy, v = Yr,v-
Cominciamo coll’osservare che
1.7 Purché P,Q,U, punti di I, siano esterni ad Q, il punio RE€!* soddisfacente alla
relazione
(4) bp,0= ¥r,u
risulta del pari esterno.

Dimostrazione. Ad escludere casi evidenti, in cul cioé P = Q o Q = U oppure / risulta
tangente ad ), per i quali le (4) manifestamente sussiste, sia L il punto di contatto di una tan-
gente di Q uscente da P. Allora i punti L, M = Yre % , N = LYoo — 1% gi 0
sono distinti ed i lati LM, MN del triangolo LMN inscritto in Q intersecano / in punti esterni
— Qe U —; sicché, in forza di un teorema noto ([2], teor. 1.), per il terzo lato NL sussiste la
stessa affermazione: esso interseca / in un punto esterno, il quale, in virth di LN = RN,
coincide con R.

Sfruttando la 1.7, dalla (4) discende senz’altro che

"pP,QO"pU:V =Y, uVu,y = ¥R,y
Notiamo che dalle 1.1, 1.6 e 1.7 si ricavano ordinatamente le:
1.8 apP,‘Q = ¢R’Q<=¢ P =R,
1.9 preso un punto Q€[ esterno ad K, ogni Y €X, pui essere scritta nella forma
IIJP’Q con un opportuno punio P o Q esterno ad Q,
1.10 se uno dei punti P, Q di I* risulta esterno, laltro interno ad Q, allora kl)P’ QE 21.
Dalle 1.8 € 1.9 segue senz’altro che X, contiene tanti elementi quanti sono i punti esterni
ad Q che giaciono su /, ciog
1.11 Lordine di %, risulta h o }2/2 secondoché [ sia tangente o no rispetto ad Q.
Confrontando 1.5 ad 1.11 si trae che
1.12 Se P, Q di [* sono interni ad Q, allora L])P’QE z,.
Osserviamo poi che
1.13. Ogni $€X, & un elemento quadrato nel gruppo A,.

Dimostrazione. Sia { rappresentata nella forma QJP’Q, dove P,Q €/ sono punti
esterni ad Q. Indichino PP; e QQi (P1,Qi€Q*=Q\ /) due tangenti ad £€; inoltre

denoti U =P1Qin/. Allora P{® = PY¥ = 0, = Q% — PY"V, sicché in virty della 1.3,
Yp = nLU,Q. Ne segue che v.I;P’Q =p ;= kIJU,Q = \pP’quJP,U , onde Passerto.

Denoti. % P'unione dei X, al variare di / sulle rette di Sa,g .

Poiché ogni X, & contenuto nel gruppo I' generato dalle involuzioni del piano, X risulta

.. : 1 .. .
ovviamente un complesso contenente > (g (g% — 1)) elementi di esso. Vogliamo ora provare

che X & un gruppo il quale, in base ad alcune sue proprieta, risulta isomorfo al piccolo gruppo
proiettivo PSL (2, ¢), sul campo GF (g).

Siano L, M, L', M’ (L ==M, L’ &= M’) punti di Q. Indichino « e » le tangenti a tale co-
nica nei punti L e M’ rispettivamente, ¢ siano U =MM’N % e V=LL ny. Allora U e V
sono esterni alla conica e liU,V muta L in L” ed M in M’. Dunque ¢ & 2-#ransitivo su Q.
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Siano ¢, € %, e$,€%, con n1==l. Purché U=74nKLeQ, in forza delle 1.1,
1.7, 1.10, 1.I12 possono venir scritte nella forma ¢, = liVI’U e Y, = "I)VR,U’ dove V, €/, e
V, €/, sono contemporaneamente esterni o interni ad €, secondoché U & esterno o interno
rispetto ad essa. Da cid si conclude che ¢, o¢; " = by, ,u°du,v, = Pv,° Py 0Py 0Py, =
= Uy, v, Quindi in questo caso anche $ o €.

Se invece U =71 N/, € Q, prendiamo due punti Uy e Uz tali che Ut €/ e U2 €72, ed
inoltre U Us risulti esterna ad Q. In virtu delle 1.1 e 1.7 esistono allora Vi e Vy per i quali
¢, =LIJV1’U1 e g, = LI;V%U2 , dove U; e V; (/=1,2) sono punti contemporaneamente
esterni o interni ad Q. Denoti @ una retta passante per Vi ed esterna alla conica e indichi
Wi = n UpUs, inoltre, Wz denoti il punto di Uy Uz per cui Yy, U, = gpwhwz. Allora

—1 . __
byoby = Yy, v, o by, v, = PV, °PU, °PU,° Py, = Pv,°©
. '
°Yu,, U, ° PV, = v, °Yw, W, ° v, = Yy, w, °Pw,, v, s

dove Vi Win W Ve €Q, pertanto anche in questo caso ¢, o vytES.

Abbiamo cosi provato che X & wn gruppo, ossia un sottogruppo 2-transitivo su )
dordine % (g2 —1)¢q) di T
Osserviamo poi che X soltanto lunita fissa di due punti distinii di Q; pertanto, un ben
noto teorema di Suzuki [9] garantisce l'isomorfismo fra ¥ e PSL (2, ¢).
Poiché ogni sottogruppo commutativo d’ordine % (= (¢— 1)/2 o (g + 1)/2) risulta
ciclico ([1], pp. 191), resta provato il seguente asserto.
1.14 Purché [ non sia tangente di Q) , 2’1 risulta ciclico.

Avuto riguardo delle 1.13 e 1.14 si ha ovviamente che
1.15 Purché I non sia tangente di Q, A, risulta ciclico.

Per concludere, 1.1 e 1.15 forniscono l’asserto desiderato:
1.16 Purché [ non sia tangente di Q , T, risulta dicdrale.

2. Siano Q un’ovale e & un £-arco di un piano proiettivo d’ordine 7,
7 dispari. Supponiamo che & non sia contenuto in Q, e che ¥ ed Q abbiano
s punti in comune. Cosi da un punto P di & e fuori di Q s rette conducono a
punti comuni. Indichi # la cardinalitd delle tangenti che si trovano tra essi.
Sapendo che # - 1 rappresenta il numero dei punti dell’ovale, ne discende
facilmente la seguente disuguaglianza: '

(5 : m+2(—m) <n-I1.

Da (5) e dal fatto che in un piano d’ordine dispari 7 pud assumere soltanto
due valori o e 2, secondoché il punto P & interno o esterno rispetto ad Q, si
hanno le seguenti proposizioni [4]:

2.0 s < (n-+3)2,

se s = (n-+3)2

2.1  risulta sempre m = 2, ossia ¢ punti di & non giacenti su Q risultano
esternt rispetto all'ovale ed i punti di contatio delle tangenti ad Q
per tali punti appartengono QN Y,

2.2 ogni secante di Q, uscente da un punio di Y, fuori di Q contiene
(almeno) un punto dall'insieme QN Y, ¢ quindi — tenendo conto
del fatto che non v'é alcuna terna di punti allineats — esattamente uno,

2.3 ogni secante di Q che non contenga alcun punto di RO Y risulta

- esterna ad Q. ‘
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II. 3. Riferiamoci ora di nuovo ad S,,, piano di Galois d’ordine ¢
dispari. Supponiamo che S, , ammetta un 4-arco 9 contenente (¢+3)/2 punti
di una conica Q ed avente (almeno) altri tre punti P, Q fuori di essa. Siano
chiamati rispettivamente P;, Py e Q,,Q, i punti di contatto di Q con le
tangenti ad essa uscenti da P e da Q. Conservando le convenzioni del n. 1
e n. 2 dalle proposizioni gid provate segue facilmente che:

3.0 Per un punto 1. € Q distinto da Py ¢ Py con cui non si abbiano
L¥%e=0Q, o L¥%.eo= Q,, LY risulta un punto di QN o
soltanto di Q, secondoché L a_szaﬁz'ene ad QN Y oppure no. Se
invece sussiste wuno dei casi L =P, L=7P, L%e¢=Q,,
L0 = Q,, & punto LY non appan‘zene ad QN Y.

Da 3.0 si puo dedurre una regolaritd che ci abilita a determinare la con-
figurazione dei punti di QM &. Infatti, partendo da un qualsiasi punto di
QN d e poi applicando 3.0 si pud stabilire univocamente I'appartenenza o
no a QN4 degli altri punti che sono contenuti nella stessa orbita di ¢
rispetto ad Q.

)

Le proprieta geometrico-algebriche enunciate precedentemente suggeriscono una costru-
zione di un (¢ + 7)/2—arco contenente esattamente (¢ + 3)/2 punti di una conica, costruzione
analoga a quella di B. Segre citata nell’Introduzione.

Siano riprese a tale scopo in S, , una conica Q ed una retta / che, attual-
mente, non abbiano punti in comune. In virtt della 1.14 debbono quindi
esistere due punti P, Q di / esterni ad Q tali che la corrispondenza assiale
b, ,= ¥ risulti un generatore di %,, d’ordine (7 -+ 1)/2. Da cid discende
subito che X, agisce su Q secondo due orbite. Assunta lipotesi g =
(mod 4), i punti di contatto P; e P, delle tangenti uscenti da P — in forza
della 1.4 - giaciano su diverse orbite ed i punti di Q sono, attualmente, della

forma Py, ‘Pn}w (al variare di # da 1 a (¢ + 1)/2). Ne segue che il sottoin-

sieme 9% = {P{', PY'[¢= (g + 3)l4, (¢ + D4+ 1,---, (g + D)/} di Q ha
(g + 3)/2 punti. Servendosi delle corrispondenze ¢’ o, e 9o, in forza
della 1.16 si stabiliscono le seguenti proprieta elementari di 9;

ob— _ {g+1)/2}—1¢
©) Py = Pprov = Py = PY

b

¢y o—1 —t {(e+1)/2}—t
Py % = PgreYT = Py = P}

b

t og(t—1)~1 (t—1y~1 {(g+3)/2}~1¢
() Py % = Ppro¥ T — py T py

bl

PV o <PQ PCPP

oy(E—1"1 (t—1)—1 {(g+3)/2}—¢
=1 Py :

Pertanto, posto nella (6) # = (g + 1)/2 ed nella (7) ¢ = (¢ + 3)/4, si hanno le

(g+1)/2, (7+1)/2 (7+3)/4, S pule+3)/4 . )
PO ions _ pIOIIR | pyei ey, _ pit {i=1,2)

)
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mentre per gli altri valori di # i punti di Q PY°%  P¥e% (z =1,2) non
appartengono a 9. Da cid segue senz’altro che due punt1 di 9" non risultano
mai allineati né con P né con Q. Ricordando il fatto che PQ ed Q, quindi
PQ e 9%, non hanno alcun punto in comune, abbiamo dunque che:

3.1 Aggregando P ¢ Q a 9%, si ottiene in S,,,, dove g =1 (mod 4), un
(g + 7)|2—arco avente (g 3)|2 punti giacenti su di una conica.

4. Verifichiamo ora una proposizione valida per ogni piano di Galois
d’ordine ¢ = 2 p — 1, dove p & un numero primo @,

4.1 Sia un piano di Galois d’ordine 2 p— 1, con p primo dispari.
Se S ammette un k-arco § contenente (g + 3)|2 punti di una conica
Q ed avente (almeno) altri due punti P, Q non situati su di essa,
il polo di PQ risulta interno rispetto a quel (g + 3)|2—arco che viene
costituito dai punti i QN Y.

Dimostrazione. Avuto riguardo della 2.3, / = PQ risulta esterna alla corica; sicché il
fatto che # & un numero primo fornisce in virtl1 della 1.4 che i punti di Q allineati col polo di
/ — dunque anche P, e P, = appartengono a diverse orbite di %,. Sempre a causa dell’ordine
attuale di X, , ¢, ha due orbite su Q e risulta un generatore del gruppo. Partendo. da P,
e P,, 3.0 determina nelle due orbite la configurazione dei punti di Q N 9. Rileviamo che

N oo , . .
da cio segue che PlP,Q e P,?.0 risultano contemporaneamente punti o di QN§ o soltanto

di Q; inoltre, in base alla 1.4, si prova senza difficoltd che essi sono allineati col polo di /.

a 7
Ricordando il fatto che i punti della conica sono della forma P;LP,Q , Pi)P,Q, al variare di »

da 0 a p— 1, si conclude con I’asserto.

Dalla 4.1, ed operando con un semplice ragionamento in cui si appli-
chino le 1.4, 1.11 e 2.2, si deduce la

4.2 Sia S un piano di Galois d’ovdine 2_;‘)——' 1, con p primo, dispari.
Se S ammette un k—arco contenente (g -+ 3)|2 punti di una conica,
alora £ < (g + 7)/2.

Dimostrazione. Siano & un 4-arco ed Q una conica diS, e supponiamo che
essi abbiano (¢ + 3)/2 punti in comune. Se & avesse (almeno) {(g + 7)/2} + 1
punti, allora & ammetterebbe almeno tre punti P, Q, R esterni rispetto ad
Q. Pertanto i poli di PR e QR — siano essi P™ ¢ Q" — sono distinti e la retta
PQ rioq risulta tangente ad Q. In virtt della 4.1, la corrispondenza assiale
bpr o+ €Z,(/=PQ) muta QN ¥ in sé, sicché il suo ordine & un divisore di
(¢ + 3)/2. Nello stesso tempo, dalla 1.11 segue che quest’ordine divide
(g+1)/2 0 (— 1)/2, secondoché P+Q* risulta esterna od interna rispetto
ad Q. Le due precedenti proposizioni forniscono immediatamente che
P" Q" interseca Q in Ry e Ry e bpegr ¢ involutoria. Preso quindi un

(1) La necessita di quest’ultima condizione segue da cid che la proposizione non si
estende per esempio al caso in cui ¢ = 29.
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punto L di QN ¥, distinto da R; e Ra, by o muta L in un altro punto di
QN8 sicché L,L*e ed il polo di P*Q* - avuto riguardo della 1.4 —
giaciono su una retta. Poiché quest’ultimo polo concide con R, abbiamo

trovato tre punti allineati appartenenti a &. Per assurdo si prova cosi
I'asserto.

ITI. 5. Proseguiamo ora lo studio del n. 1, § I. Osserviamo che dalle 1.1,
1.3, € I.4 si ricava in particolare che:

5.0 A condizione che h=2 (mod 4), un punto Pe€l*=I\_Q risulta
enterno o esterno ad Q se e soltanto se la retta congiungente P col
polo di I & rispettivamente secante o esterna ad Q.

Dimostrazione: Poiché Dordine di A, & pari, mentre quello di I, ¢ dispari, A\ I,
contiene un elemento di periodo due; essa in forza della 1.1 pud venir espressa nella
forma Q)P’ 0"

Supponiamo prima che P sia interno ad Q, ciot compatibilmente conla 1.12 Q sia esterno.

2
Siano Q1 € Qz e punti di contatto delle tangenti di Q uscenti da Q. Essendo Q‘fP,Q =Q,,
9, muta QF¢ in sé, sicché QF? =Q, , oppure Q¥* =Q, . Siccome QP non & tangente alla conica,
ne segue Qf? = Q,. Dunque Q, Q,n/=P e ovviamente, Q, Q, passa per il polo di /. Vice-
versa, sia 7 una retta passante per il polo di /, tale che »rN/=P ern Q = {Q,,0Q,}. Se
Q denota Vinterscezione di / e della tangente di Q per Q allora ¥, , muta manifestamente Q,

in Q,, sicché in forza della 1.4 essa risulta involutoria. Tenendo conto dell’ordine attuals
di X, ne segue che ¢, \€A,\ T, ¢ cid in forza della 1.19 fornisce che P & interno.

Dalla precedente dimostrazione segue manifestamente il verificarsi dell’asserto anche
nel caso di P esterno.

In seguito supporremo / non tangente ad Q. Cosi, avuto riguardo dalla
1.11, %;, ha due orbite su Q"= Q\_/, che verrano denotate con Qe Qq,
rispettivamente. Tali orbite soddisfano alle seguenti proprieta:

5.1 Ogni secante v (r==1) ad Q wuscente da Pel* =]~ Q contiene
esattamente un punto di qualunque delle orbite Qe Qu; se e
soltanto se P risulta interno ad (.

Dimostrazione. Siano {Q,,Q,} =7rNQ. Se Q denota lintersezione di / e della
tangf%nte di Q per Q,, allora ¢, , muta manife.stamente Q, in Q,. Dungue Q, e Q, giacciono
su diverse orbite se e soltanto se ¥, » €%, Poiché Q & esterno alla conica, in virth delle 1.12
¥, » €%, equivale col fatto che P sia interno ad essa. Confrontando le ultime due proposi-
zioni si ottiene I'asserto.

5.2 A condizione che h = 2 (mod 4), ogni secante di Q che passa per
i polo di [ rispetto ad essa, contiene esattamente un punto di qua-
lungue delle orbite Q; ;, Qq ;.

Dimostrazione. In virth della 1.11 Pordine attuale di %, risulta dispari, sicché in esso
non esiste elemento di periodo 2. Tenendo conto della 1.4, ne discende manifestamente
I’asserto.
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Nel piano affine Séq, ottenuto da Sg,, privandolo della retta /_,
le 5.0, 5.1 e 5.2 si possono interpretare nella seguente maniera:

5.3 Se Q ¢ un'ellisse o un'iperbole di S, ,, secondoché q = 1 (mod 4)
0 g =3 (mod 4), un punto improprio P risulta interno o esterno

ad Q) se e soltanto se il diametro—passante per P & secante o esterno

ad essa. Inoltre, ogni diametro-secante di S contiene un punto sia

di Qy g, che di Qy ;.

5.4 Se Q ¢ un'ellisse o un'iperbole di Sé,q, secondoché g =1 (mod 4)
0 g =73 (mod 4), si puo ottenere un (g -+ 3)/2— o (g + 5)/2~arco
vispettivamente, aggregando a qualungue delle due ovbite di I,
il centro della conica — nel primo caso — ed anche i punti impropri —
nel secondo.

Ci proponiamo di provare la completezza degli archi in tutti e due i
casi. A tale scopo, ricordiamo un risultato recente di B. Segre che ci servira
a tale scopo.

6. I noto come, su di una retta proicttiva Si,, sopra un campo di Galois d’ordine ¢,
possa definirsi la nozione di birapporto; sicché, analogamente al caso classico, pud anche
allora introdursi il concetto di coppie di punti che si separano e che non si separano ([8], n. 3).
Presi due punti distinti di S1,,, essi spezzano questa in due segmenti proiettivi sui quali non
ci sono copple di punti separati dai primi due ([8], n. 3). Se si passa della retta Si,; ad una
retta affine S1,¢, presl su questa due punti distinti A e B, tra i due segmenti pr01ett1V1 deter-
minati da A, B ve n’¢ uno che ¢ infinito, cioé'che contiene il punto improprio di bl,g. Si dice
che un punto P di S1,4 — distinto da A e B — & interno o esterno al segmento affine AB a seconda
ch’esso non appartenga o appartenga al suddetto segmento infinito ([8], n. 3).

Se ora ciriferiamo ad una qualunque conica irriducibile Q di un piano proiettivo di Galois
S2,¢ (con ¢ dispari), i punti di esso non situati su  rimangono classificati in punti esterni o
interni ad Q secondoché per essi passa o non passa qualche tangente di Q. )

Nasce cosi per una conica irriducibile © di Sa,g, piano affine corrispondente ad Sz,q,
il seguente problema: presi su Q due punti distinti Py e Ps, come si comportano rispetto
alla conica i punti della retta Py Ps esterni o interni a segmento affine Py Pg?

La risposta risulta assal diversa a seconda che Q & una parabola o una conica a centro
([8] pp- 390). B. Segre ha dimostrato che, se Q & una parabola, ogni punto esterno a P; Py &
anche esterno ad Q ed ogni punto interno a Py Ps risulta interno ad Q. Se invece Q & una conica
a centro, tutti i punti esterni al segmento P; Pz hanno uno stesso comportamento rispetto ad
Q e lo stesso pud dirsi di tutti i punti interni al segmento P; Ps; ma, mentre per certe rette
P1 Po i primi risultano esterni ed i secondi interni ad €, possono esistere altre rette per cui le
due alternative si scambiano. Inoltre, i suddetti comportamenti vengono sempre conservati
se la secante Pi Pa subisce un quasiasi spostamento parallelamente a se stessa.

Un punto proprio P di S2,, non giacente su Q si dice 7ggolare rispetto ad Q se ha uno
stesso comportamento sia rispetto ad essa sia rispetto ad ognuna delle coppie di punti inter-
cette da Q sulle rette di Sz, 4 uscenti da P che segano o toccano €. Per contrapposto, un punto
proprio P di Sg,2 non giacente su Q prende il nome punto psendoregolare rispetto ad Q,
quando P sia esterno rispetto ad  ma interno rispetto ad ognuno dei segmenti intercetti
da Q sulle singole rette per P secanti la Q.

B. Segre ha esaminato le varie possibilita che possono presentarsi per i punti regolari
o pseudoregolari rispetto ad una conica a centro di Sz,q ed ha provato i seguenti teorerm ([81,
pP- 23, 37, 29, 49):

Una qualsiasi ellisse, nell’ipotesi che q==5 e g==7, ed una qualsiasi iperbole ammette
soltanto il centro quale punto regolare.
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Un'ellisse di Sa,q ammette punti pseudoregolari rispetto ad essa se, ¢ soltanto se, ¢ = 3
oppure q = 5. I soli piani affini di Galois in cui un'iperbole ammette punti pseudoregolari
distinti dal centro sono quelli di ordine 7, 9, 11, 13.

In possesso dei suddetti risultati, possiamo enunciare una conseguenza
della 35.1.

5.5 Presi due punti propri Pr e Po su una conica a centro Q di Sy,
¢ punti della secante Pr Py hanno lo stesso comportamento sia rispetto
ad Q ¢ sia rispetto al segmento Py Py se e soltanto se Py, Ps€ Qi
oppure P1,Pa€ Qy, .

Veniamo ora a provare la completezza degli archi determinati nella 5.4. La dimostra-
zione ¢ la stessa in tutti e due i casi.

Denoti £ qualunque delle due orbite Q;; e Q,,; . Consideriamo un
punto R tale che le tangenti per esso tocchino Q in €, . Siano i punti
di tangenza I e Lp. Allora il diametro OR risulta la polare del punto
improprio della retta L; Lo, il quale in forza della 5.1 & esterno ad Q. Ne
segue senz’altro che OR ¢ secante ad Q, sicché in virty della 5.3 tale
diametro contiene un punto di Q, . Dunque R non & aggregabile.

Per un altro punto U, eventualmente aggregabile all’arco occorre che
la retta UM, al variare di M sui punti di Q,_, percorrano le secanti di Q per
U e gli estremi dei segmenti intercetti da esse giacciano su diverse orbite. Da
cio, in forza delle 5.1 e 5.3, viene stabilito che U dev'essere proprio e poi,
riapplicando 1.7, che U & necessariamente pseudoregolare rispetto ad Q.
Tenendo conto del teorema citato di B. Segre si ottiene cosi I'asserto, purché
7= 5, 7, 11. I tali cosi, sfruttando le proprietd caratteristiche dei punti pseu-
doregolari ([8], nn. 19, 23, 31, 37) si pud immediatamente verificare |'asserto.
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