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G eom etria  differenziale. ~  Sur les réseaux pseudo—conjugués d'une 
variété spatiale bidimensionnelle immergée dans une variété lorentzienne. 
N ota d i  B e r n a r d  R o u x e l , presentata (*} d a l  Socio E . B o m p i a n i .

R iassunto. — S’introduce in questa N ota una nozione di pseudoconiugio per varietà 
spaziali 2-dim ensionali immerse in una varietà lorentziana ; ciò perm ette di caratteriz­
zare le varietà pseudom inime e pseudo-om belicali di V ^ jn.

1. V 2 étan t une C00—variété spatiale 2—dimensionnelle (de m étrique 
définie négative), soit r  : V l+” une immersion de V? dans une variété
lorentzienne V t+n (de signature hyperbolique). Si F  (V?) et F (V 2+w) désignent 
respectivem ent les faisceaux des repères orthonorm és de V 2 et V 2+**, soit 
B C V j X F ( V j )  le fibré principal des repères adaptés tels que les vecteurs
ei (j , j  , k — 1 , 2 )  soient tan g en ts . à V? et les vecteurs e .* (/* , y* , yé* =
=  3 , 4 , • • • , ; $  + 2 )  soient norm aux en x  (p ) (p e V"). On notera par 
er(r , s , t =  i , 2 , • • •, n +  1) les vecteurs spatiaux d ’un repère quelconque
b € B, par T^(V2) le plan tangent en p  h V 2S et par Tp(V2) son complément
orthogonal qui contient le vecteur tem porel en+2- Si co* et c o a ( A , B , C  =  
— I , 2 , • • •, n -f- 2) sont les formes duales et les formes de connexion indui­
tes par x, on peut écrire

dp ~  —  co* (x) C’.

et Ys est alors structurée par la connexion

\e r =  ov (x) eA , VeM+2 =  — <*>*+ 2 ® er.

où û>®=y®j. co*. Le prem ier et le second groupe des équations de structure 
s’écrivent respectivem ent,

dA o l =  <ùj Acû} , dAco( =  sA co  ̂Acol +  SX , (sr =  +  1 , sn+2 =  —  1) 

dAco^ 2 -  co( Acv+2 +  QTS+2 

où Q:A sont les 2-form es de courbure.

2. Si l’on considère deux cham ps tangents X =  X* e{ et Y =  Y' e{ 
on sait [1] [2] qui l’on peut leur associer leur shape operator SX(Y) =  SY(X) C 
CT^(V?) défini par

s x (y ) = s y; x *y ^ v .
k*

P ar ailleurs, nous avons vu [3] que la condition

Sx (Y) =  o

(*) Nella seduta del 20 aprile 1974.
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exprim e la conjugaison sur V? des directions définies par X et Y. On est alors 
amené à la:

D E FIN IT IO N . On dira que deux directions X , Y de T^(V2) sont pseudo- 
conjuguées si

( Sx (Y) , Sx (Y) ) =  o.

Ceci perm et alors de définir des pseudo-directions asymptotiques et des pseudo­
directions de courbure respectivem ent par

( Sx (X) , Sx (X) ) =  o et p a r <SX(Y) , SX(Y)> =  o , < X , Y )  =  o.

Si l ’on pose X 2 =  XX' et Y2 =  pY ' la condition de pseudo-conjugaison s’écrit 
sous la forme

2  v  h n  +  Ï12 +  h*) +  Ï22 =  0 *
Z *

L ’équation des pseudo-lignes esym ptotique sera alors

S  V  [ ï n  ( w 1 ) 2 +  Y ^  0)1 0)2 +  ï - 2  C“ 2) 2 ] 2 =  0z *

et l’équation des pseudo-lignes de courbure

S v [ Y £ . t f ) V ) a+ ( Y £ - ï £ ) (O1 G)2 •yî; k )2]2 = o.

On constate que par tou t point de V? passent en général 4 pseudo-lignes 
asym ptotiques et 4 pseudo-lignes de courbure deux à deux orthogonales. 
[Si n =  4 ces courbes sont toujours réelles].

3. Désignons par H le vecteur courbure m oyenne de Bompiani

H =  ( ïîî  +  ï D  er =  s i(J )

où I, et J désignent les cham ps isotropes de T^(V2). Si l ’on rappelle que 
les V 2 pseudo-minim ales ont été définies par R. Rosea [4] p a r la condition 
H =j= o, H H H =  o, on a la

P r o p o s i t i o n . S i  V2 est une variété genre espace immergés dans une variété 
lorentzienné V l les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) V2 est pseudo-minimale\
ii) V 2 possède un réseau isotrope pseudo—conjugué\

iii) V? possède des pseudo-asymptotiques orthogonales (si n =  4).

4. Il est possible de réduire à une forme plus simple les équations des 
pseudo-lignes de courbure et des pseudo-lignes asym ptotiques en particu lari­
sant de repère b.

Si l’on considère les vecteurs Z € (V2) tels que

Z =  SX(Y) , ( X ,  Y )  =  o.
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On constate que Z engendre en général un 2 plan dans lequel nous place­
rons deux vecteurs e{*. Nous désignerons dans ce qui suit par V , de telles 
variétés [ceci correspond aux  V? à pseudo-lignes de courbure distinctes ou 
dans le cas où V l est un espace de M inkowski M4, aux V? qui ne sont pas à 
torsion gaussienne nulle]. On voit alors que VX , VY , Z =  SX(Y) engendre 
un 3-p lan  que nous supposerons dans la suite lorentzien.

Si Njj est un 2-p lan  de M inkowski engendré par e3 et en+2, on peut alors 
écrire.

S x (Y )  =  '[Y?! +  Yj2(X +  P) +  Ï22 V I  ez +

+  [ïL+2 +  TÏ2+2(X +  P) +  Ï22+2 en+i +  r h  [1 +  X{i] e4 ,

où l ’on a Yl\  =  ï | 2, ï j  =  r ï2■ ■ ■ =  =  y ^  =  • • • =  r j 1 =  ï 252=  • • • =  y2+1==o.
On voit que l ’on peut écrire de façon intrinsèque

H =  K  + L

avec K =  ( ïn  +  Ï22) e3 +  (Tu 2 +  Ï22+2) - L = 2 YiV4 -

Nous appellerons L  com posante pseudo-om bilicale du vecteur de Bompiani, 
ceci é tan t justifié p ar la proposition suivante:

Toute V ; est pseudo-ombilicale dans la direction de L.

P ar ailleurs rappelan t [5] q u ’un  V? est dite pseudo-om bilicale si la deuxièm e 
forme quadratique m oyenne II est telle que

II =  9 (d p  , d p )

on établit aisém ent la

P r o p o s i t i o n . Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une soit 
pseudo—ombilicale est que

< S ï (I) , H > =  { S j(I) , K ) =  o.

5. Considérons le cas où V l est un espace de M inkowski M n.
a) On peut établir la

PROPOSITION. S i V 2 désigne une variété 2 "dimensionnelle spatiale d'un  
espace de M inkowski les propriétés suivantes sont équivalentes

i) V? e$t une variété de Car tan.
ii) La composante pseudo-ombilicale de H est nulle.

b) Ôn sait que si l’on fait décrire à p  une courbe d ’un réseau conjugué 
de V, les tangentes en p  aux autres courbes du réseau engendrent une déve­
loppable. Si l’on fait décrire à p  une courbe d ’un réseau pseudo-conjugé les 
tangentes A n ’engendrent pas en général de développable; désignons par 
Il (A) le 3 -p lan  défini par A et une génératrice voisine, on a alors la propriété
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suivante: le réseau est pseudo-conjugué si et seulement si les 3 -plans II (A) 
sont isotropes de défaut 1.

On peut de même caractériser les pseudo-lignes asym ptotiques par la 
propriété suivante leur 2—plan osculateur en p  et le plan tangent en p  à V 2S 
engendrent un 3—plan isotrope de défaut 1.

On peut ailleurs m ontrer au m oyen de la représentation hyperspatiale 
de P. V incensini [6] [7] que les pseudo-lignes de courbure des V? de M 4 corres­
pondent aux réglées symptotiques des congruences de droites de P 3.

c) Si l’on étend à une V ? C M W les notions de T. K. Pan  [8] concer­
nant la courbure normale d ’un cham p tangent par rapport à une courbe C 
de , on est am ené à définir les directions pseudo-asym ptotiques d ’un champ 
de vecteur comme des directions par rapport auxquelles le vecteur courbure 
norm ale du cham p est de m odule nul (sans être nécessairem ent nul). On peut 
alors énoncer le résultat su ivant conforme aux propriétés établies par T. K. 
Pan  [8].

Les pseudo—asymptotiques d 'un champ de vecteur tangent à une form ent un 
réseau pseudo—conjugué avec les courbes du champ.

Conform ént à un résultat établi par R. Rosea dans le cas d ’un espace 
elliptique P* [9] on peut égalem ent établir que:

S i les pseudo-asymptotiques d 'un champ isotrope V, tangent à une V?, 
sont constituées par les courbes isotropes de V 2 non tangentes à V, alors V? est 
pseudo-minimale.
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