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Geometria differenziale. — Sur les réseaux pseudo-conjugués d'une
variété spatiale bidimensionnelle immergée dans une variété loventzienne.
Nota di Bernarp RouxEer, presentata @ dal Socio E. Bomprant.

RIASSUNTO. — S’introduce in questa Nota una nozione di pseudoconiugio per varieta
spaziali 2—dimensionali immerse in una varietd lorentziana Vi"’”; cid permette di caratteriz-

zare le varietd pscudominime e pseudo-ombelicali di Vit™.

1. V? étant une C®-variété spatiale 2—dimensionnelle (de métrique
définie négative), soit x : V? ——>V%+” une immersion de V? dans une variété
lorentzienne Vi (de signature hyperbolique). Si F(V?3) et F(Vi'") désignent
respectivement les faisceaux des reperes orthonormés de Vi et V?f”, soit
BCV?XF(VS) le fibré principal des repeéres adaptés tels que les vecteurs
e;(¢,7,/£=1,2) solent tangents a V? et les vecteurs € @, 7 =
=3,4, ", 7+ 2) solent normaux en x(p)(pe€V?. On notera par
e,(r,s,t=1,2,---,m+ 1) les vecteurs spatiaux d’un repé¢re quelconque
b€ B, par TI,(Vf) le plan tangent en p & V? et par T;,(Vf) son complément
orthogonal qui contient le vecteur temporel e,,5. Si ' et mK(A ,B,C =
=1,2, --,7n -+ 2) sont les formes duales et les formes de connexion indui-
tes par x, on peut écrire

dp = —'®e;.
) . .
et V, est alors structurée par la connexion
A r
Ve, =, ®ey, , Vepa=—0,12®e,.

3 B_ B 7 1 A 1
ol wp = vy} . Le premier et le second groupe des ¢quations de structure
s’écrivent respectivement,

. S A
dAo' = o’ Aw; , dAw;=c, o, Awr+ Q;, (e, =—+1,c40=—1)
2
dAe"™? = ol Aol + Q12
. B
ou Q, sont les 2—formes de courbure.

2. Si lon considére deux champs tangents X = X'e, et Y = Y'¢;
on sait [1] [2] qui 'on peut leur associer leur skape operator Sy (Y) = Sy (X) C
CT,(VY) défini par L
SX (Y) = kz* Yf] Xl YJ ek*.
Par ailleurs, nous avons vu [3] que la condition

Sx(Y)=o0

(*) Nella seduta del 20 aprile 1974.
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. . . 2 . . , .
exprime la conjugaison sur V{ des directions définies par X et Y. On est alors
amené a la:

DEFINITION. On dira que deux directions X ,Y de T, (V%) sont pseudo—
conjuguées st
(Sx(Y), 5x(Y)) = o.

Ceci permet alors de définir des pseudo—directions asymptotiques et des pseudo—
directions de courbure respectivement par

(Sx(X),5x(X)) =0 et par (S¢(V),S5¢(Y))=0 , (X,Y)=o.

Si l'on pose X? = AX' et Y® = Y’ la condition de pseudo—conjugaison s’écrit
sous la forme

l-* t.* l'* 2
iZ e,‘* [Yu + Y12 O\ + “’) + YQQ )\{‘L] = 0.
L’équation des pseudo-lignes esymptotique sera alors

2 e [ (@) + iy 0 @ + i (0372 = o

et 'équation des pseudo-lignes de courbure

’

25 [y (OR @ (rfy — vip) o @ — v (@)= o.

On constate que par tout point de V> passent en général 4 pseudo-lignes
asymptotiques et 4 pseudo-lignes de courbure deux a deux orthogonales.
[Si # = 4 ces courbes sont toujours réelles].

3. Désignons par H le vecteur courbure moyenne de Bompiani
H = (0 + v ¢ = Si()

ou I et ] désignent les champs isotropes de TI,(V?). Si l'on rappelle que
les V¥ pseudo-minimales ont été définies par R. Rosca [4] par la condition
H==0, |[H||=0, on a la

. <72 . . "
PROPOSITION. S7 Vi est une variété genre espace immergés dans une variété
loventzienne N1, les propriétés suivantes sont équivalentes:
. 2 ..
1) Vs est pseudo-minimale;
.. 2 N , . .
it) Vi posséde un réseau isotrope pseudo—conjugué;

iii) V? posséde des pseudo—asymptotiques orthogonales (si n = 4).

4. 1II est possible de réduire & une forme plus simple les équations des
pseudo-lignes de courbure et des pseudo-lignes asymptotiques en particulari-
sant.le repere &.

Si P'on considére les vecteurs Z € T (V2) tels que

Z=5.Y) , (X,Y)=o.
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On constate que Z engendre en général un 2 plan N, dans lequel nous place-
rons deux vecteurs ¢;+. Nous d651gnerons dans ce qui suit par V? de telles
variétés [ceci correspond aux V? 3 pseudo—hgnes de courbure distinctes ou
dans le cas ott V] est un espace de Minkowski M*, aux V? qui ne sont pas &
torsion gaussienne nulle]. On voit alors que VX , VY, Z = Sy (Y) engendre
un 3-plan que nous supposerons dans la suite lorentzien.

Si N, est un 2-plan de Minkowski engendré par ez et ¢,42, on peut alors
écrire.

Sx(Y) = v} + v O+ )+ 1 ] g +
T PO W v e e vl ey,

oulonayy =13, Y= le =Y === == = t=o.
On voit que l'on peut écrire de fagon mtrmsequﬂ

H=K-+L
avec = (13, + 3 es + (V52D ¢e o L=2v]¢,.

Nous appellerons L composante pseudo-ombilicale du vecteur de Bompiani,
ceci étant justifié par la proposition suivante:

Toute N3 est pseudo—ombilicale dans la direction de L.

Par ailleurs rappelant [5] qu'un V? est dite pseudo—ombilicale si la deuxieme
forme quadratique moyenne II est telle que

II=0p(dp,dp)
on établit aisément la

PROPOSITION. Une condition nécessaire et suffisante pour gu'une Vs soit
pseudo—ombilicale est que

(5@, H) = (5,0, K) =o.

5. Considérons le cas oti Vi, est un espace de Minkowski M”.
@) On peut établir la
PROPOSITION.  S7 V? désigne une variété 2-*dimensionnelle spatiale d’'un
espace de Minkowski les propriétés suivantes sont équivalentes
i) V2 est une variété de Cartan.

ii) La composante pseudo-ombilicale de H est nulle.

b) On sait que si l'on fait décrire & p une courbe d’un réseau con jugué
de V? les tangentes en p aux autres courbes du réseau engendrent une déve-
loppable. Si I'on fait décrire & p une courbe d’un réseau pseudo—conjugé les
tangentes A n’engendrent pas en général de développable; désignons par
II(A) le 3-plan défini par A et une génératrice voisine, on a alors la propriété
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suivante: /le réseau est pseudo—conjugué si et seulement si les 3—plans 11 (A)
sont isotropes de défaut 1.

On peut de méme caractériser les pseudo-lignes asymptotiques par la
propriété suivante leur 2—plan osculatenr en p et le plan tangent en p & V*
engendrent un 3—plan isotrope de défaut 1.

On peut ailleurs montrer au moyen de la représentation hyperspatiale
de P. Vincensini [6] [7] que les pseudo—lignes de courbure des N> de M* corres-
pondent aux réglées symptotiques des congruences de droites de P>

¢) Si I'on étend & une V2CM” les notions de T. K. Pan [8] concer-
nant la courbure normale d’'un champ tangent par rapport & une courbe C
de V7, on est amené & définir les directions pseudo—asymptotiques d’un champ
de vecteur comme des directions par rapport auxquelles le vecteur courbure
normale du champ est de module nul (sans étre nécessairement nul). On peut

alors énoncer le résultat suivant conforme aux propriétés établies par T.K.
Pan [8].

Les pseudo-asymptotiques d'un champ de vecteur tangent & une N> forment un
résean pseudo—conjugué avec les courbes du champ.

Conformént & un résultat établi par R. Rosca dans le cas d'un espace
elliptique P, [9] on peut également établir que:

Si les pseudo-asymptotiques d'un champ isotrope V, tangent & une V-,
sont constituées par les courbes isotropes de N non tangentes & V, alors N est
pseudo—minimale.
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