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Geometria. — g—Archi completi nei piani di Hall di ordine g=2*
Nota di GrampaoLo MeNICHETTI, presentata ®” dal Corrisp. G. ZAPPA.

SUMMARY. — Main theorem: In every projective plane of Marshall Hall of order
g = 2% (£ > 4) there are complete g-arcs.

In un piano proiettivo, =, di ordine finito, si definisce v-arco ogni
insieme, I', di v punti distinti per cui & soddisfatta la seguente proprieta:
'P) una retta di © contiene al pitt due punti distinti di T
Un v-arco, I, si dice completo se non & possibile aggiungere alcun punto
a I' senza perdere la proprietd P).
In un articolo del 1966 (cfr. [1]), A. Barlotti aveva posto la questione
di stabilire se in ogni piano non desarguesiano di ordine ¢ esistano o meno
g—archi completi; cio in relazione con un teorema, ormai classico, di B. Segre
e G. Tallini, il quale afferma che
In un piano desarguesz’aﬂb [finito di ordine q non esistono q—archi completi.

Ricollegandomi a tale questione, nella presente Nota ho dimostrato Iesi-
stenza di g-archi completi in ogni piano di Hall di ordine ¢ = 2%, 2> 4.

1. Sia K= GF(¢") un campo di Galois di ordine ¢’ = 2%,/ > 2. Un
elemento s € K si dice di prima (rispettivamente seconda) categoria se il poli-
nomio

® FA =tx+s
¢ riducibile (irriducibile) in K [x].
Si dimostra (cfr. [5], p. 104) la seguente

PROPOSIZIONE 1. G/ elementi di prima categoria costituiscono un sotto-
modulo di K*, di ordine q'|2; inoltre la somma di due elementi di ugual catego-
ria & un elemento di prima categoria, mentre la somma di due elementi di cate-
gorie diverse ¢é di seconda categoria.

Ne segue il

COROLLARIO 1.1. Sia (1) irriducibile in K ([x]. Un polinomio g(x) =
=x>+a x+ay,a;, €K, ¢ drviducibile in K[x] se e solo se a;==o0 e
ay = a‘i)f(u) ,u€K.

, Dimostrazione.  Preliminarmente si prova che g¢'(x) =22+ x+ &,
by € K, ¢ irriducibile se e solo se 6y = f(x), u € K.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del «Gruppo nazionale per le strutture
algebriche e geometriche e loro applicazioni» del C.N.R. (Sezione n. 4).
(**) Nella seduta del 20 aprile 1974.
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by =f (#) implica g'(x) =f(x+ %) e, quindi, g'(x) irriducibile in
K [x]. Se, viceversa, supponiamo g’ (%) irriducibile, allora s e &, sono elementi
di seconda categoria: quindi g/ (x) = 2+ x 4 s+ by & riducibile ed esiste
u € K tale che g (u) = f(«) + 6, = o.

Dopo queste osservazioni la tesi ¢ immediata: basta infatti rilevare
che, nell'ipotesi @; = o0, g(x)= (x-+ ]/;0_)2, mentre se a;==0, & g(x) =
= ai [(xai ")’ + xai ' + ag 4"

Con H = H(¢',f) indichiamo il quasicorpo di Hall di ordine ¢ = ¢'2,
associato ad un polinomio (1) irriducibile in K [x]. Per definizione H{',
¢ (cfr. [5], p. 420) la struttura algebrica (&7, -) dove . & il gruppo abeliano
K*® K* (i cui elementi vengono qui indicati con a+46,2,6€K) e «-»
denota il prodotto in .o/ definito come segue: '

aa' 4 iab' , b=o0

@ EEBEE )= b @il - G+ @8, ko

Il nucleo A= {a+ib€e€H:b=0} di H ¢ isomorfo a K e nel seguito
verra identificato con questo.

A indica il piano affine sul quasicorpo H: le coppie ordinate (x, ) Xg) €
€ HXH sono i punti di A, gli insiemi di punti le cui coordinate soddisfano
una equazione del tipo x, = mx, 4+ 7 ,m ,n € H, oppure x, =¢, c€cH, ne
costituiscono le rette (cfr. [5], p. 382).

Come H contiene un sottocampo, .#; isomorfo a K, cosi A contiene un
subpiano A isomorfo al piano affine A’ = A(g") su K. Nel seguito per sempli-
citd, identificheremo A con A'.

Come ¢ noto, con I'aggiunta di ¢ + 1 punti (7 = ¢2) e di una retta (retta
impropria) ed estendendo opportunamente la relazione di incidenza, si puo
completare A in modo da ottenere un piano di traslazione P (ptano di Hall).
Indicheremo con () il punto improprio di P corrispondente al fascio di rette
parallele xy = mx; + 7 e con (c0) quello delle rette x, = .

Osser viamo per concludere, che 'ampliamento di A in P induce P'amplia-
mento di A’ nel piano proiettivo desarguesiano P'= P(¢') C P, di ordine 7.

2. Nel subpiano A’ si considerano le pafabole Y., 7 € K, di equazione
3) Fo(er, %) = a3+ 2 + 2 +
+° [(xl +a+ ) s )+ a+ (1+9)s 2+ 5% = o,
le quali, mediante I'aggiunta del punto improprio (7 (2)),

us(s + v(l + )7, v=s(14+57tw

4) m(v)={ o= s(i+ 9"

(1) s==1 perché 1 & di prima categoria in ogni campo GF (¢’) di ordine ¢'= 24> 2,
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si prolungano in coniche vy, € P’, tangenti la retta impropria, il cui nucleo &

(m' (@), o
, [+ +P @+, vaysa+ 157
() m' (v) = |

| oo o=+ yoh

Essendo m(v)==m'(v),Vv € K, la conica Yz’, non puod contenere il
proprio nucleo ed ¢ quindi non degenere (cfr. [6], p. 135).

Le v, appartengono ad un medesimo fascio di cui fa parte anche la para-
bola v, di equazione F(x;, 25) = (2, + (1 + &) s 1) + 214 (14 8) s L ap +
+ 52 = 0, la quale & chiaramente degenere in due rette parallele con il punto
improprio in S = (s(s+ 1)™"). Osservato che il polinomio 2+ x — 5% —
= 2%+ x + f(s) ¢ irriducibile in K[x] (cfr. Coroll. 1.1), possiamo aggiungere
che tali rette sono coniugate in una estensione quadratica di K e, quindi,
prive di punti in A’

In quanto appartengono ad un fascio che non ha punti base in A', le
parabole vy, sono a due a due prive di punti comuni; inoltre, essendo
F(x1, %) ==0, V(x1,x,) € A’, per ogni punto di A’ ne passa una.

Possiamo riassumere dicendo che {v,:v € K} costituisce una fibrazione
del subpiano A' mediante q'-archi.

Le funzioni di # € K

x1(2,v) = (04 1) 2 (e, v) + V2 f ()

2y (e, 0) = v {0+ D) + @+ D] @ + o5 + s ()
danno, come si pud verificare, una parametrizzazione di vy, per ogni v == o.
Nel seguito indicheremo con P,z €K, v€ K— {0} : =Ko, il punto (appar-

tenente a v,) di coordinate (6).
La traslazione T,: A — A, v € K, di equazioni

(©)

=2z + t,(v) , x3=x,+ it,(v),
H@) =@+ 1)@ , L@ =uv @ F o5+ 52T
porta v, nel g'—arco T,(y,) = { T, (%), x5) : (21, x) €7, }; in particolare, essendo

To = Ida, To(Yo) = Yo-
Per dimostrare che I'= y,T,(y,) ¢ un g-arco completo (g = ¢2), &
2eK

@)

utile I'esame preliminare di alcune proprietd delle parabole 6, € A’ la cui
equazjone

) w4ttt [ + vxy + 02f ()] = o,
dipende dai parametri 2,2’ € K e v€ K.
6w ha il discriminante uguale ad 1 + o' v ed &, quindi, degenere se e

solo se o' = v € Ko (cfr. [6], p. 135): in tal caso coincide con la retta 7, di
equazione

€)) o+ 0+ )2+ 2f(w) =o, uweK, veKy.

Osserviamo inoltre che 6, coincide con ¥y, qualunque siano # € K e v € Ky.
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Dimostriamo ora le Proposizioni seguenti:

PROPOSIZIONE 2. Le rette 7., di equazione () sono tutte e sole le rette del
subpiano A, esterne a v,.

Dimostrazione. Le rette di A', il cui punto improprio coincide col punto
improprio, (0), oppure col nucleo, (1), di v, (cfr. (4) e (5)), sono incidenti ¥,
in un punto; dclle rimanenti, la cui equazione pud scriversi x; = (v + 1) x, +
+w, v € Ko,w € K, quelle esterne a v, si trovano per w = v2f(x),u € K
(cfr. Coroll. 1.1).

PROPOSIZIONE 3. Comungue siano prefissati u € K e v € Ko, linsieme
{Ouww 1 v € K}, di cui fanno parte v, e la retta r,,, costituisce una fibrazione
del subpiano A'.

Dimostrazione. Le 6., non hanno a due a due punti comuni perché
appartengono ad- un fascio privo di punti base in A" (cfr. Prop. 2). In virtu
del Coroll. 1.1, 2%+ vx,+ v3f(v)5=0,Vx, € K, onde (cfr. (8)) per ogni

punto (x, , x,) € A’ passa almeno una di tali curve.

Si puo verificare che le funzioni di %' € K

2 (v, u,v") =0 (of () + 0" f )+ u+u) v+ o)t

(v, 0, 0") = v (u+ u) (v+ vyt

(10)

parametrizzano G, qualunque siano z €K e v, 7' € Ko, v 9=2'; siccome poi
risultano simmetriche negli argomenti «,#' e v, 7', esse danno anche una
parametrizzazione mediante #', di 6,,,. Di qui e dalla Prop. 3 segue che il
punto P, di coordinate (10) (con %, %' € K, v, € Ko, v==2'), in quanto
appartiene sia a 6,,,, che a 6,,,, & esterno tanto a Yo che alle rette 7,, , 7,

Fissati u, uweK e v,v €Ky, v=1v/, restano determinati con P,
anche i punti T,(P,,)€T,(v,) e T, (P..,) €T, (y.); la relazione geometrica
che sussiste fra questi punti & precisata dal seguente

LEMMA 4.1. Qualunque siano wu,u' € K ¢ v,v' € Ko, v==1v', il punto
Py appartiene alla retta #.,.,. congiungente T,(P,,) con Ty (Puy).

Dimostrazione. Le coordinate di T,(P,,) e Ty (Pywr) sono x;(u,v) + it;(v)
e x;(u',v)+it;(v"), j =1, 2, rispettivamente (cfr. (6) e (7)); I’equazione
della retta, 7,,, per P, e per il punto improprio (), m € H, &

X+ 29w v, 0, V) =m(x+x,(u,v,u,v)).
La 7, ¢ incidente il punto T,(P,,) se e solo se 7 risolve 'equazione

@) 2o (2, v) + xy(u v, 0, v') 4 ity (v) =
=mlx (u,v)+ 2 (u,v,u,v) + it,(v)]

35. — RENDICONTT 1974, Vol. LVI, fasc. 4.
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cio¢, tenuto conto di (2) @, se e solo se m = m; + im,, con

my = (seydy+ cady + cady) (61 dop+ ca dy) ™
= (sdi + dy dy + d3) (e1dy + ey dy)™

e ¢ =x;(u,0)+ @, v), d;=¢t@)+40), j=1,02.

La retta 7,, & 1n01dente T (P,”,) se e solo se 7 & radice dell’equazione
(%)’ o (', V') F 25(0 v, 0, V") + ity (V) =
=mx (', V) + 2w ,v,u,v") + i, (),

formalmente deducibile da (x) permutando 2 con %' e v con v'.

Essendo la soluzione 2, 4 zm, di (x) una funzione simmetrica di =, 2'
e v, v (perché tali sono evidentemente ¢; e &;), essa coincide con la soluzione
di (x)'; onde le rette congiungenti P, con T,(P,) e Ty (P,,) sono anche
esse coincidenti.

LeEMMA 4.2. Qualungue siano u€ K ¢ v €XKo, 7/ punto T,(P,,) é esterno
ad A ed appartiene allarettar,, di equazione (9). Tale retta, congiungente T,(P,,)
con T,(P,.1,), & lunica retta del subpiano A' che sia incidente T,(P,,).

Dimostrazione. t,(v)==0,Vv e Kg, e pertanto (cfr. (7)), la traslazione
T, porta un qualunque punto d1 A’ (nel nostro caso P,,) in un punto che appar-
tiene ad A— A'.

Le coordinate di P,, sono x(u, v)+dt (u, v)=(@+ 1) [x, (%, v)+ 7, (@)]+
+ 2 f (), x5 (0 ,v) + i, (v) (cfr. (6) e (7)) e soddisfano evidentemente
I'equazione (9) di 7,,. Questa retta & 'unica del subpiano A’ che sia inci-
dente T,(P,,) perché T,(P,,) ¢ A'.

Essendo f(x +1)=f(«), ¢ ancher, ,=7,, (cfr. (9)): quindi P, ., €7,,

LEMMA 4.3. [ g'—archi T,(v,), v€ K, sono a due a due privi di punti
comuni. Il punto improprio, (m), della congiungente due punti distinti P€T,(y,)
e Pe T, (Y,) appartiene oppure é esterno a P’ secondo che sia v' = v oppure
v v, v,v €K,

Dimostrazione. Ty(Y,) N'T,(Y,) = @, Vv € Ky, perché T,(y,) =7, appat-
tiene ad A" mentre T,(y,) ne ¢ esterno (cfr. Lemma 4.2).

Siano T,(P,,) € T,(v,) € T/ (Pu) €Ty (Yor), v,2" € Ko, v==2'. In virtha del
Lemma 4.2, T,(P,,) €7,,, To (Pu) €7, €, dall’ipotesi, 7,57, ; poiché 7,07,
appartiene ad A/, necessariamente i punti T,(P,,) e T, (P,,) sono distinti
(cfr. ancora il Lemma 4.2): quindi T,(y,) N Ty (Y) = @, Vv ,v € Ko, v ==7'.

Dimostriamo ora la seconda parte dell’enunciato.

Se v = v, allora PP’ & la corrispondente, nella traslazione T,, di una
retta secante Y, ed &, quindi, ad essa parallela: onde (2) € P'.

Nell’ipotesi 2’ #=v uno almeno degli elementi z,?’ appartiene a Ko:
supponiamo, per fissare le idee, v € Ko ovvero P = T,(P,,). La retta PP’

(2) T calcoli, un po’ laboriosi, non presentano particolari - difficoltd e si sono omessi.
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¢ allora incidente almeno un punto di A’ esterno ad 7,,: il punto P, se
P'= T, (P,,) (ciot se v/ ==0), il punto P’ se o' = o. In entrambi i casi
(m) € P’ perché altrimenti T,(P,,) sarebbe incidente due rette distinte di A’
(cfr. Lemma 4.2).

PROPOSIZIONE 4. ' =y, T,(y,) ¢ un g—arco ®.
veK

Dimostrazione. Proveremo la tesi mostrando che le rette congiungenti
un qualunque punto P € I' con i rimanenti ¢ — 1 punti distinti di T sono
a due a due distinte. Per comodita si considerano separatamente il caso,
I, in cui P=T,(P,)€T,(y,), v€Ko, ed il caso, II, in cui si suppone
P e vy = To(vo)

I) Le rette congiungenti P con gli altri punti di I' si ripartiscono in tre
classi, ¥;,7=1,2,3, definitc nel modo seguente:

%, ¢ linsieme delle rette, 7,,, congiungenti P con i punti T,(P,.,) €
€T,(v,), u' ==u
%, consiste delle rette 7,,,,, per P e per i punti T, (P,.) €T, (1.,
v'€eKo—{v};
%3 ¢ l'insieme delle 1ette, 7, che congiungono P con i punti C di
Yo = To(Yo)-
I); Rette di una stessa classe %, sono distinte:
= T,(v,) & un g'-arco e, quindi, se #; ==}, & anche ru;=i= %
~ (u1,v) 5= (u3 , v3) implica P e = Py (cfr. (10) e la Prop. 3)
da cui segue o], = Zwnly, I quanto, altrimenti, T,(P,,) risulterebbe alli-

neato con i punti P, e P, ./, appartenenti ad A’ ed esterni ad Vuwy € CIO
171 272
in contraddizione col Lemma 4.2;

— C1=FCe comporta 7¢, 5=7¢, giacché, in caso contrario, T, (P,.,) appar-
terrebbe a due rette distinte di A": la C; C,, secante v, e la 7., €sterna a Y,
(cfr. Lemma 4.2).

). Rette appartenenti a classi %, distinte sono distinte:

- u;#zrum;,/, perché supponendo il contrario, contraddiremmo ancora
il Lemma 4.2: T,(P,,) sarebbe infatti allineato col punto improprio () € P’

della retta 7 (cfr. Lemma 4.3) e con Pm,u;,,: €7,;

— 7w 5=7¢ in quanto, altrimenti, oltre la 7,, (esterna a ¥,), anche Ia
retta congiungente C €Y, col punto improprio (m) € P' di 7, sarebbe inci-
dente T,(P,,);

~ con argomentazioni analoghe alle precedenti, si dimostra che 7, == 7
basta osservare che P, . & esterno a ¥, (cfr. Prop. 3) e, quindi, distinto da C.

IT) Le rette congiungenti P con i rimanenti punti di Yo sono evidente-
mente a due a.due distinte; inoltre, in virtt del Lemma 4.2, ciascuna di esse

(3) Dal Lemma 4.3 segue [T |=¢2=q.
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¢ distinta dalla congiungente P con un punto T,(P,,), v == o (T,(P,,) appar-
terrebbe altrimenti alla 7, esterna a Y, e ad una secante v,). -

Resta da provare che sono distinte le congiungenti P con due punti
distinti T,(P,,) e T, (Pu.),v,v' € Ko. Per questo si osservi che:

— nell'ipotesi v = 2’ (e quindi % ==#'), se le rette PT,(P,,) ¢ PT,(P..)
coincidessero, il punto P (esterno sia ad 7,, che ad 7,.), i punti T,(P,,), T,(P,,)
ed il punto improprio (72) € P’ della loro congiungente sarebbero allineati;

— supponendo v +4=2' ¢ PT,(P,,) coincidente con PT, (P,,), si perviene
ancora ad una contraddizione del Lemma 4.2 in quanto, per esempio, nel-
I'insieme delle rette incidenti T,(P,,) troveremmo anche la PP,/ .

PROPOSIZIONE 5. Le tangenti a I' in PeT,(y,)CT, veK, sono le
congiungenti P con il punto improprio, (m(v)), e con il nucleo, (m' (v)), di v,
(cfr. @), (5).

Da ogni punto improprio del subpiano P', distinto da S = (s (s -+1)™),
escono q'(q'—2)[2 secanti ¢ 2q' tangenti (le quali, complessivamente, son quindi
tutte e sole le tangenti a 1); dal punto S escono ¢'2|2 secanti e nessuna tangente.

Dimostrazione. Le rette per P secanti I', sono di due tipi: le congiungenti
P con un altro punto P’ € T,(y,) (in numero di ¢'—1) e le rette per P e
P'eT,(vs), v ==v (in numero di ¢'(¢' — 1)); ciascuna delle prime (in
quanto & parallela ad una secante v, per P = T, '(P)) ha il punto improprio
in P, mentre quello delle altre ne ¢ esterno (cfr. Lemma 4.3). Le restanti due
rette per P, tangenti I', sono pertanto parallele alle congiungenti P €y, con
(m(v)) ed (m'(v)) rispettivamente.

~ Premettiamo alla dimostrazione della seconda parte dell’enunciato una
osservazione sulle funzioni 7 (v) ed #' (v).

m(v) ed m'(v) assumono in K tutti i valori 7 € Ky { oo} eccettuato
m = s(s+ 1)7*: infatti m (v) = m (v'), oppure m' (v) = m' (), implica v = v/
inoltre le equazioni, in v, vs(s+ v (1) P =m e s(1+0?) s+ 2 (145)=m
sono risolubili solo se 7 == s(s 4+ 1)7%.

Si consideri un punto (72) € P', m == s(s -+ 1)7}; delle coniche vy,, v € K,
una ha in (#) il punto improprio, una seconda il nucleo, ciascuna delle rima-
nenti possiede esattamente ¢'/2 secanti per (7). Ognuna di queste rette &
parallela ad una secante di I' e, quindi, il numero delle secanti I' con il punto
improprio in (72) & almeno ¢' (¢’ — 2)/2; osservando poi che il punto impro-
prio delle secanti PP, P eT,(y,), P €T, (y»), v=9=1¢/, & esterno a P’ (cfr.
Lemma 4.3), si vede che tale numero & esattamente ¢’ (¢ — 2)/2.

Il numero delle tangenti a I' per un punto (m) €P’, m 4=s(s+ 1) &
2¢' perché due sono le coniche v,, v € K, che hanno in () o il punto impro-
prio o il nucleo.

Tutte le coniche ¥Y,, v € K, hanno ¢'[2 secanti che passano per S: onde
¢'%/2 ¢ il numero delle secanti I' per questo punto e zero il numero delle
tangenti.
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PROPOSIZIONE 6. 1/ g—arco I' é completo.

Dimostrazione. E sufficiente provare che le tangenti a I' in due suoi punti
distinti, P1 e P2, che per semplicita supporremo appartenenti a ¥,, si inter-
secano, fuori di P1 e Py, in punti, ciascuno dei quali appartlene ad almeno una
secante di I

Le tangenti a I' per P1 e P2 sono rette del subpiano P’ che si incidono nei
punti impropri (0), (1) e in due punti, Q; e Qz, appartenenti ad A'. (0) e (1)
sono incidenti qualche secante di I' in virtu della Prop. 5; dalla Prop. 3 segue
che Q1 e Q2 sono anch’essi incidenti qualche secante di I': infatti, prefissata
una fibrazione {o,,, : v’ € K}, ciascuno di essi o appartiene ad 7,,, che & una
secante di I' (cfr. Lemma 4.2), oppure coincide con un punto P, appar-
tenente alla secante 7., (cfr. Lemma 4.1).

La Prop. 5 si completa con la seguente

PROPOSIZIONE 7. La traslazione T :A —> A, di equaszion:
r -2 ’ —
x1=xF+(E+1)s , Xy = axy st
(&l cui centro é in S) porta T' in sé.

Dimostrazione. T (y,) =Y,, Vo € K, in quanto, come si verifica facil-
mente, ¢ F,(x;,x,) =F,(x;+ s+ 1)s52,2,+ s (cfr. (3). Dopodiché,
tenuto conto della struttura di I' e della uguaglianza TT,(y,) = T, T (y,), la
tesi ¢ evidente.
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