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Geometria. — 7Zrasformazioni pseudoaffini di wuna variets dif-
Jerenziabile. Nota di ArisTiDE SANINI, presentata @ dal Socio
E. Bompiant. '

SUMMARY. — In the present paper the notion of affine transformation of a differentiable
manifold M is extended through the introduction of transformations preserving a linear
pseudoconnection of M.

INTRODUZIONE

Le trasformazioni affini di una varietd differenziabile dotata di connes-
sione lineare sono state studiate da tempo O,

Recentemente C. Di Comite [1] e D. Giublesi [3] hanno introdotto la
nozione di pseudoconnessione lineare, che estende quella di connessione
lineare; il primo Autore ha esaminato vari problemi relativi alle pseudocon-
nessioni, fra cui quello del trasporto parallelo.

Scopo della presente Nota ¢ lo studio delle trasformazioni, anche infini-
tesime, che conservano una data pseudoconnessione lineare, dette per questo
trasformazioni pseudoaffini.

Esse vengono introdotte analogamente alle trasformazioni affini, ma la
loro caratterizzazione e le condizioni analitiche che 1z individuano sono pit
complesse. Cid ¢ dovuto al fatto che le trasformazioni pseudoaffini devono,
fra l'altro, lasciare invariante un campo tensoriale ¢ di tipo (1,1) individuato
dalla pseudoconnessione; nel caso delle connessioni lineari ¢ & I'identitd, per
cui la suddetta condizione risulta identicamente soddisfatta.

1. PSEUDOCONNESSIONI LINEARI

Siano M una varietd differenziabile C* di dimensione reale 7, &
l'algebra delle funzioni differenziabili su M e 2 I'#Fmodulo dei campi
tensoriali @ di tipo (»,s) su M; in particolare & 2§ = %, mentre indi-
cheremo semplicemente con 2' I'#F-modulo @} dei campi vettoriali su M;
porremo inoltre:

‘ -+
9= ® 9.
#,5=0

(*) Nella seduta del 20 aprile 1974.
(1) Cfr. ad esempio [6] per i risultati pill significativi ed una notevole bibliografia.
(2) Supporremo sempre che i campi vettoriali e tensoriali introdotti siano C*.
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Estendendo il concetto di connessione lineare, una pseudoconnessione
lineare su M ¢& stata definita ® come un %—omomorfismo D di 9! nel-
I'%-modulo delle derivazioni di 2:

D:Xe9" - Dy.
Deve pertanto essere:

(1.1) Dyf=(cX)f , VfeZF , Xeg

ove 6 € 21 & un endomorfismo di @' individuato dalla pseudoconnessione D;
se ¢ = Identitd, D ¢ una connessione lineare su M.

Nel seguito diremo pseudoconnessione lineare relativa all endomorfismo
6, o pil semplicemente, c—connessione, una pseudoconnessione lineare, che
indicheremo con D, per cui valga la (1.1), ossia:

(1.1 DY f = (6X)/.
Inoltre, qualunque siano X , X', Y,V'e€ 2',fe #, si ha:
(1.2) D@ Y =DV + DAY,
(1.3) DR Y = DYV,
(1.4) DY (Y+Y)=DPY+DPV,
(1) DY (fY) = (X)) YV + /DY Y.

Fissato un sistema di coordinate locali (#’) in un intorno del punto
x €M ed indicata con 9; = 9/3x la base naturale di (M),, spazio tangente
ad M in =z, risulta:

(1.6) ng? ¥ = al,

ove o} sono le componenti del campo tensoriale o; posto inoltre:
(1.7) DY)3; = T 3,

se X=X ()3, Y=Y'(x)9,, si ha: ,

(1.8) DY VY = (¢! Xfa,. VA4 T4 XY 5.

. . ; V] e . . .
Le funzioni (67, T%,) si dicono le component: della pseudoconnessione
z J p
lineare D nel sistema (x%); per un cambiamento di coordinate locali

x'" = x?' (x7), esse si trasformano secondo le @:
‘ 1 ; oxt dxs’
g, = gl
<I‘9> Gy == Oy i’ oz
‘ ' vt xS aF 32 x* xt dxt
<I’IO) Ff’j/ = ]‘-‘fj TALT AV Ak ? ; ;7 i’
/ xi’ Qxs' Jxk xpoxs  dxt'  Oxs

(3) Cfr. [1], [3].
(4) Cfr. [1], n.. 2.
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Osservazione. Poiché DY & una derivazione su 9, essa ¢ individuata
dalle sue restrizioni ad & e @'; pertanto D & caratterizzata dalle (1.2) ,- -,
(1.5), in quanto la (1.5) implica ® in particolare la (1.1").

2. TRASFORMAZIONI PSEUDOAFFINI

Sia ¢ una trasformazione differenziabile di M; il suo differenziale P,
¢ un isomorfismo di (M), sopra (M)e, che si estende ad un isomorfismo &,
che conserva il tipo ¢ commuta con la contrazione, dell’algebra tensoriale
relativa ad (M), sull’algebra tensoriale relativa ad (M) g ©®.

Per ogni campo K € 97 resta definito un campo $K dello stesso tipo
secondo la legge:

(#K)ow = & (Ky), Vx €M,
ove K, indica il valore di K in x; ne segue che ¢ & un automorfismo di 2.

DEFINIZIONE 1. [/ campo K & invariante rispetto a ¢ se 3K = K.
Se K€ 2, ¢K & individuato da @:

(2.1) @K) (0, X) = ¢, (K(X)), VXeo,
e quindi K ¢ invariante rispetto a ¢ se e solo se:
(2.2) <p*0K=Kocp*.

E noto ® che, se V & una connessione lineare su M, l'operatore V cosi
definito:

(2.3) VxY = 0;1Vex9, Y, VX,Yeg,

¢ ancora una connessione lineare su M; se V=V, ¢ si dice una #rasfor-
mazione affine di M.
Dimostriamo la seguente:

PROPOSIZIONE 1. Sia D wuna pseudoconnessione lineare su M; Dloperatore
D definito da:

(2.4) Dy =3""eDPx0%, VXeg'

(5) Si ha difatti, per una proprieta delle derivazioni:
(o) — (D@ Q)
| DO (£Y) = (DY f) Y +/DY Y.
(6) Cfr. [5], p. 28.
(7) Si ha § = ¢y sui campi vettoriali ed inoltre:
ex (K (X)) = (C(K®X)) =C (3K ®X) = (§K) (¢ X),

ove C indica la contrazione.
(8) Cfr. [4], p. 28.
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¢ una pseudoconnessione lineare, trasformata di D mediante o, relativa al

campo temsoriale o7 o; ossia:

(2.5) Dif={310)X}f, Vfes

Il fatto che D sia una pseudoconnessione lineare & conseguenza imme-
diata delle proprietad di e di DYx. Per dimostrare la (2.5), si tenga presente
che ¢f = fog™ ed inoltre:

(2.6) Dxf={6(9,X) (foo™D}oo= {01 (c (e, X)}f =
={(3e) X}/,

ove la prima uguaglianza segue dalla (2.4), la seconda dalla definizione di
differenziale di un’applicazione, la terza dalla (2.1).

COROLLARIO. La trasformata mediante © di una c-connessione é una
o—connessione Se ¢ solo se & & invariante rispetto a @, cioé:

(2.7) By00 =000,

DEFINIZIONE 2. La trasformazione ¢ si dice una trasformasione pseu-
doaffine della varieta M dotata della o—connessione D se lascia invariante
D, ¢ quinds:

(2.8) DY = 31.DPx0%, VXeo'.

Si noti che la (2.8) implica I'invarianza di o rispetto a @; inoltre, tenuto
conto dell’Osservazione del n. 1, la (2.8) & equivalente alla:

(2.9) DPY =10;"DPx ¢, Y, VX,Yed!

che individua pertanto le trasformazioni pseudoaffini della varieth M con
o—connessione D . :

Se ¢ = Identita, D & una connessione lineare, la (2.7) ¢ identicamente
soddisfatta e la (2.9) ¢ la definizione di trasformazione affine.

Osservazione. Una trasformazione affine di una varieth M con connes-
sione lineare V si pud anche definire ® come una trasformazione ¢ tale
che, qualunque sia il campo Y€ @' parallelo lungo una qualsiasi curva ¥y
di M, 9, Y sia parallelo lungo ¢ (y).

Il problema del parallelismo rispetto ad una o—connessione D@ ¢& stato
introdotto in [1] €0,

Ricordiamo che una curva y =y (¢) di M si dice ammissibile per il
parallelismo (rispetto a D) se esiste un campo vettoriale X, tale che
S, (Xy@w) = 7 (#), vettore tangente a y nel punto y(#); in tal caso, se

(9) Cfr. [5], pp. 225-226.
(10) Cfr. anche [2] per considerazioni piu generali.
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YE@I,Dg?Y dipende solo dai valori che Y assume su y. Nel sistema
coordinato (x7), tenuto conto della (1.8), si ha:

. dy* i xr7
DOV = (4 11X v

il campo YV si dice parallelo lungo y se DOV = o.

E immediato verificare che la (2.7) 1mp11ca che, se v ¢ amrn1ss1b11e
per il parallelismo e o (X)= v, anche ¢ (y) & ammissibile ed inoltre
6 (¢, X) = 9, ¥, vettore tangente a ¢ (Y).

Se ¢ ¢ una trasformazione pseudoaffine, cio¢ soddisfa alla (2.9), si ha
che ¢ porta campi paralleli lungo una curva y (ammissibile per il parallelismo)
in campi paralleli lungo o (y).

3. TRASFORMAZIONI PSEUDOAFFINI INFINITESIME

DEFINIZIONE 3. Un campo vettoriale X € D" ¢ una trasformazione psendo-
affine infinitesima se il gruppo locale ad un parametro di trasformazioni locali

\

9, da esso generato é un gruppo di trasformazioni pseudoaffini della varietd
M con c-connessione D,

Deve percio essere, per la (2.9):
' ‘ 1
(3.1) (. DY Z=D@)v (90,2, VY,Ze2
che ifnplica, fra Paltro, l'invarianza di ¢ rispetto a ¢,, ossia, per definizione
di derivata di Lie:
Lyo=o,

equivalente alla:
(3.2) [X,oY]=06[X,Y], VYeg

Le trasformazioni pseudoaffini infinitesime sono anche caratterizzate
dalla seguente:

PROPOSIZIONE 2. [/ campo vettoriale X ¢ una trasformaszione pseudoaf-
Jine infinitesima della varieta M con o—connessione D se e solo se:

(3.3) Ly DY —DP Ly =DRy,, VYe.

Bastera verificare che, se X & una trasformazione pseudoaffine infinite-
sima, le derivazioni definite dai due membri di (3.3) coincidono su &%, &,
e viceversa.

La coincidenza su & equivale alla (3.2). Per quanto rlguarda la coinci-
denza del due membri di (3.3) su un qualsiasi campo Z € 2%, la dimostrazione
si puo condurre nello stesso modo indicato in [5], pp. 231-232, ove viene
data una definizione delle trasformazioni affini infinitesime mediante la (3.3),
con ¢ = ldentita.
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Nel sistema di coordinate locali (x*), le componenti X’ di una trasfor-
mazione pseudoaffine infinitesima X devono percid verificare le condizioni:

(3.4) X3, 6) +6l0, X — 6o, X =
(3.5) c§9X+X91‘ + I'%, X+I‘9X—I"a}\

che traducono la (3.3) applicata rispettivamente ad %, 9.

Dalle (1.9), (1.10) si osserva che, mentre ¢} sono le componenti di un
oggetto geometrico (campo tensoriale), non sono tali in generale le funzioni
I%;, mentre (s}, %) insieme costituiscono le componenti di un oggetto
lineare omogeneo, secondo la teoria sviluppata in [6], Cap. II.

Le (3.4), (3.5) esprimono, come si verifica con qualche calcolo 4D,

lannullarsi della derivata di Lie rispetto ad X dell’ oggetto di componenti
(7, T
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