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Geometria, — Trasformazioni pseudoaffini di una varietà dif­
ferenziabile. N ota di A r i s t i d e  S a n i n i ,  presentata (*} dal Socio 
E . B o m p ia n i .

Summary. — In the present paper the notion of affine transformation of a differentiable 
manifold M is extended through the introduction of transformations preserving a linear 
pseudoconnection of M.

I n t r o d u z io n e

Le trasform azioni affini di una varietà differenziabile do tata di connes­
sione lineare sono state studiate da tempo ff).

Recentem ente C. Di Comité ,[i] e D. Giublesi [3] hanno introdotto la 
nozione di pseudoconnessione lineare, che estende quella di connessione 
lineare; il prim o A utore ha esam inato vari problem i relativi alle pseudocon­
nessioni, fra cui quello del trasporto parallelo.

Scopo della presente N ota è lo studio delle trasform azioni, anche infini­
tesime, che conservano una d ata  pseudoconnessione lineare, dette per questo 
trasformazioni pseudoaffini.

Esse vengono introdotte analogam ente alle trasform azioni affini, m a la 
loro caratterizzazione e le condizioni analitiche che le individuano sono più 
complesse. Ciò è dovuto al fatto che le trasform azioni pseudoaffini devono, 
fra fi altro, lasciare invariante un campo tensoriale or di tipo (1,1) individuato 
dalla pseudoconnessione; nel caso delle connessioni lineari a è l’identità, per 
cui la suddetta  condizione risulta identicam ente soddisfatta.

I. PSEUDOCONNESSIONI LINEARI

Siano M una varietà differenziabile C°° di dimensione reale n , F  
l’algebra delle funzioni differenziabili su M e Q)rs l ’J^-m odulo dei campi 
tensoriali (2) di tipo i r , s) su M; in particolare è Q)\ — F , m entre indi­
cheremo semplicemente con làf l ’J^-m odulo dei campi vettoriali su M; 
porrem o inoltre:

+00
3f — © 3frs .

= 0

(*) Nella seduta del 20 aprile 1974.
(1) Cfr. ad esempio [6] per i risultati più significativi ed una notevole bibliografia.
(2) Supporremo sempre che i campi vettoriali e tensoriali introdotti siano C°°.
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Estendendo il concetto di connessione lineare, una pseudoconnessione 
lineare su M è stata  definita come un ^-om om orfism o D di TP1 nel- 
l’J^-m odulo delle derivazioni di 2t\

D : X e S m D x .

Deve pertanto essere:

(1.1) Dx/ = ( « tX )/  , V /e« r  , X e à 1,

ove è un endomorfismo di S t  individuato dalla pseudoconnessione D;
se a =  Identità, D è una connessione lineare su M.

Nel seguito diremo pseud oc annessione lineare relativa alVendomorfismo 
er, o più semplicemente, a— connessi one, una pseudoconnessione lineare, che 
indicherem o con D (0), per cui valga la ( i .r ) ,  ossia:

( i-O  d £ > / = ( 0X)/.

Inoltre, qualunque siano X , X ',  Y , V 'e  S 1 , / e  jF, si ha: 

(1 -2) Y =  D x Y +  D $  Y,

(1-3) D $ Y = / D £ ) Y,

(1.4) D (x (Y +  Y ') =  Dx Y +  Y ',

( 1-5) D < ? (/Y ) =  ((ffX ) / )  Y +  /D «? Y.

Fissato un sistema di coordinate locali (x*) in un intorno del punto 
xffiM  ed indicata con d£ =  d\dx£ la base naturale di (M)x , spazio tangente 
ad M in x, risulta:

( 1.6 )

ove (sJi sono le componenti del campo tensoriale or; posto inoltre: 

(1-7) ^ ). d j = V ki j dk,

se X =  X 2 (x) 3,-, Y =  Y ‘ (x) 3f , si ha:

(1.8) D«? Y =  (aï X 2' 3, Y k +  Ti- X 2' Yy) a , .

Le funzioni (o^ , F*y) si dicono le componenti della pseudoconnessione 
lineare D (0) » nel sistema (V); per un cambiamento di coordinate locali 
x £' =  x v (]xJ), esse si trasform ano secondo le <4>:

(i*9 )

(1.10)

aJi
j  dx* dxd 

dx*' dxi ’

Y k' ____ Y k X̂* t  d2xk' dx* dxi
} J lJ dx*' dxi' dxk dxP dxi dx*' dxT

(3 ) Cfr. [i], [3].
(4) Cfr. [i], n.- 2.
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Osservazione. Poiché è una derivazione su essa è individuata 
dalle sue restrizioni ad e Sj1] pertanto  D (0) è caratterizzata dalle (1.2) , - • - , 
(ï.S), in quanto la (1.5) im plica (5) in particolare la ( i.T ).

2. T r a sfo r m a zio n i p s e u d o a f f in i

Sia 9 una trasform azione differenziabile di M; il suo differenziale 9^ 
è un isomorfismo di (M)* sopra (M )^w , che si estende ad un isomorfismo 9, 
che conserva il tipo e com m uta con la contrazione, dell’algebra tensoriale 
relativa ad (M)* sull’algebra tensoriale relativa ad (M) v(x) (5 6>.

Per ogni campo K e ^  resta definito un campo 9 K  dello stesso tipo 
secondo la legge:

(?K)<p(*) =  9 (K*) , Vx e M, 

ove indica il valore di K  in x\ ne segue che 9 è un automorfismo di Qf.

DEFINIZIONE i. I l  campo K è invariante rispetto a 9 se 9 K  =  K.
Se K  € , 9 K  è individuato  da <7>:

(2.1) (?K ) (9# X) -  9*(K (X )) , VX 6

e quindi K  è invarian te rispetto a 9 se e solo se:

(2.2) 9 ^ o K  =  K  o 9^ .

È  noto <8> che, se V è una connessione lineare su M, l’operatore V così 
definito:

(2-3) Vx Y =  cp“ 1 V<p#x 9* Y, V X , Y e ^ \

è ancora una connessione lineare su M; se V =  V , 9 si dice um. trasfor­
mazióne affine di M.

Dim ostriam o la seguente:

_  PROPOSIZIONE i. Sia  D ^  una pseudoconnessione lineare su M; Voperatore 
D definito da :

(2.4) D x =  9 - 1 o d£>x o I , VX 6 g /1

(5) Si ha difatti, per una proprietà delle derivazioni:

(/Y ) =  ( D « / )  Y + /D g>  Y.
(6) Cfr. [5], p. 28.
(7) Si ha ç =  sui campi vettoriali ed inoltre:

<P* (K (X)) =  I  (C (K (g) X)) =  C (9K ® $X) =  (9K) (9* X),
ove C indica la contrazione.

(8) Cfr. [4], p. 28.
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è una pseudoconnessione lineare, trasformata di D (G) mediante 9, relativa al 
campo tensoriale 9 ~1 <7; ossia:

(2.5) D x /  =  .{ (? -1 a ) X } / ,  V /e J^ .

Il fatto che D sia una pseudoconnessione lineare è conseguenza im m e­
d iata delle proprietà di 9 e di D ^ x -  Per dim ostrare la (2.5), si tenga presente 
che 9 /= = /o  9“ 1 ed inoltre:

(2.6) Dx/  -  { a (9* X) ( /o  9“ 1) } o 9 =  { 9-1 (a (9* X)) } /  =

ove la prim a uguaglianza segue dalla (24), la seconda dalla definizione di 
differenziale di u n ’applicazione, la terza dalla (2.1).

COROLLARIO. La trasformata mediante 9 di una a-connessione è una 
g ~ connessione se e solo se g  è invariante rispetto a 9, cioè:

(2.7) 9*° o1 =  <*° <P*‘

D e f in iz io n e  2. La trasformazione 9 si dice una trasformazione pseu­
doaffine della varietà M dotata della g—connessione se lascia invariante
D (0), e quindi:

(2.8) D*? =  r 1 » D ^ x  o f ,  VX e .

Si noti che la (2.8) im plica Fin varianza di g  rispetto a 9; inoltre, tenuto 
conto delVOsservazione del n. 1, la (2.8) è equivalente alla:

(2.9) Dx Y = ç - 1D (° > x ? * Y > VX , Y e s t ,

che ind iv idua pertan to  le trasform azioni pseudoaffini della varietà M con 
c7-connessione D (0).

Se <7 — Identità, D (G) è una connessione lineare, la (2.7) è identicam ente 
soddisfatta e la (2.9) è la definizione di trasform azione affine.

Osservazione. U na trasform azione affine di una varietà M con connes­
sione lineare V si può anche definire come una trasform azione 9 tale
che, qualunque sia il campo Y e ^ 1 parallelo lungo una qualsiasi curva y 
di M , 9^ Y sia parallelo lungo 9 (y).

Il problem a del parallelism o rispetto ad una a-connessione D (0) è stato 
introdotto  in [1] (10)#

R icordiam o che una curva y =  y (t) di M si dice ammissibile per il 
parallelism o (rispetto a D (0)) se esiste un campo vettoriale X Y(/) tale che 

(X Y(o) =  y (0> vettore tangente a y nel punto y (*); in tal caso, se 9 (io)

(9) Cfr. [5], pp. 225-226.
(io) Cfr. anche [2] per considerazioni più generali.
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Y e S 1 , D x} Y dipende solo dai valori che Y assum e su y. Nel sistema 
coordinato (V), tenuto conto della (1.8), si ha:

D x Y =  ( ^ + r Ì -X ; Yy) a , ;

il campo Y si dice parallelo lungo y se D ^ Y  =  o.
E im m ediato verificare che la (2.7) im plica che, se y è ammissibile 

per il parallelism o e cr (X) =  y, anche 9 (y) è ammissibile ed inoltre 
g (9* X) =  9^ y, vettore tangente a 9 (y).

Se 9 è una trasform azione pseudoaffine, cioè soddisfa alla (2.9), si ha 
che 9 porta campi paralleli lungo una curva y (ammissibile per il parallelismo) 
in campi paralleli lungo 9 (y).

3. T r a sfo r m a z io n i p s e u d o a f f in i in f in it e s im e

D efinizione  3. Un campo vettoriale X e ÿ  è una trasformazione pseudo- 
affine infinitesima se il  gruppo locale ad un parametro di trasformazioni locali 
9/ da esso generato è un gruppo di trasformazioni pseudoaffini della varietà 
M con g-conn es sione D (G).

Deve perciò essere, per la (2.9):

(3-1) (9<)* D ? ) Z =  D ^ ). y (9() . Z > V Y .Z e ,® 1

che implica, fra l ’altro,, l ’invarianza di a rispetto a <pt , ossia, per definizione 
di derivata di Lie\

L x cr =  o,

equivalente alla:

(3.2) [X , ctY] =  <j [X., Y] , V Y e ® 1.

Le trasform azioni pseudoaffini infinitesime sono anche caratterizzate 
dalla seguente:

PROPOSIZIONE 2. I l  campo vettoriale X  e una trasformazione pseudoaf­
fine infinitesima della varietà M con G-connessione D (a) se e solo se:

(3:3) Lx Dy} — Dy* Lx =  D(x,Y] > VY ( T .

Basterà verificare che, se X è una trasform azione pseudoaffine infinite­
sima, le derivazioni definite dai due m em bri di (3.3) coincidono su W , tifi, 
e viceversa.

L a coincidenza su ^  equivale alla (3.2). Per quanto riguarda la coinci­
denza jdei due m em bri di (3.3) su un qualsiasi campo Z e S 1, la dim ostrazione 
si può condurre nello stesso m odo indicato in [5], pp. 231-232, ove viene 
da ta  u n a  definizione delle trasform azioni affini infinitesime m ediante la (3.3), 
con cr =» Identità.
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Nel sistem a di coordinate locali (V), le componenti X* di una trasfor­
m azione pseudoaffine infinitesim a X devono perciò verificare le condizioni:

(34) x ^ r ^ ' +  ^ a , x r — G ^ X y =  o,

(3-s) 4- X" +  x r ar ri- + r i sy x r + r i  a, x" -  r:y sr x* =  o,

che traducono la (3.3) applicata rispettivam ente ad TP1.
Dalle (1.9), ( i . io) si osserva che, m entre ^  sono le componenti di un 

oggetto geom etrico (campo tensoriale), non sono tali in generale le funzioni 
riy ì m entre (cr̂  , Tiy) insieme costituiscono le componenti di un oggetto 
lineare omogeneo, secondo la teoria sv iluppata in [6], Cap. II.

Le (3.4), (34 ) esprimono, come si verifica con qualche calcolo <n >, 
l’annullarsi della derivata  di Lie rispetto ad X dell’oggetto di com ponenti
t é . r ì y ) -
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