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Analisi matematica. —- Un problema a l contorno per una classe 
di operatori ellittico-parabolici del quarto ordine degeneri in una o 
p iù  direzioni. Nota di M a r i a  L a u r a  B e n e v e n t o ,  T e r e s a  B r u n o  e 
L a u r a  C a s t e l l a n o ,  presentata (*) d a l  Socio  C. M i r a n d a .

Sum m ary. — We state an existence theorem for the boundary problem in the title.

E noto il problem a del tipo di Dirichlet per gli operatori ellittìco-para
bolici W del secondo ordine.

T ale problem a, form ulato da G. Fichera nel caso più generale, è stato 
am piam ente studiato <2>, e spesso in riferim ento ad operatori particolari; fra 
questi figurano gli ultrapar ab olici ^  o degeneri in p iù  direzioni, cioè quelli 
per i quali il determ inante della forma caratteristica ha rango m inore almeno 
di due unità rispetto  al num ero delle variabili.

Per quanto concerne operatori ellittico-parabolici di ordine superiore, 
il problem a è stato considerato recentem ente da A. C anfora [i, 2 ], che lo 
ha form ulato per una classe di operatori del quarto ordine a coefficienti reali. 
Il problem a è posto in un aperto regolare e lim itato O C e si considera 
un operatore che è ellittico in una parte Qo di Q tale che Ï1 — Q0 è l ’unione 
di un num ero finito di domini disgiunti (zone di degenerazione),
in ognuno dei quali esso si presenta nella forma:

T ( D J  +  A ( D , , D , ) D ,  i e RM , te  R

ove t  è una delle variabili (non necessariamente la stessa in tu tti i domini Q,-), 
T  è un operatore del quarto  ordine ellittico positivo e infine A(D ^ , D^) è 
un operatore:

a) ellittico positivo del secondo ordine
oppure

b) del tipo pDt +  V  qa(x') D“

con p  costante negativa e 2j ^  ° (ovvero <  o)
M=2

oppure
c) costante e non nullo;

(*) Nella seduta del 20 aprile 1974.
(1) Ricordiamo che l’operatore 2  «a OO D“, , ^ 'd i  C R*, si dice ellittico-parabolico

N<2i>
in Q, se la forma lineare caratteristica 2  aa(x') 5 e R^, è semidefinita e di segno costante\<x\ = 2P>
Vx' eÙ.

(2) Cfr. [3], [6], [8].
(3) Cfr. [4], [5], [7].
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le zone di degenerazione, o sono interne a Q oppure hanno in comune con 
la frontiera T di O uno o più domini internam ente connessi su iperpiani 
t =  cost.

Per il problem a form ulato Canfora ha stabilito un teorem a di esistenza 
di una soluzione generalizzata in  L 2 (Q), cioè di una funzione di L 2 (0 ) che è

io /  '  0 \
dotata in senso generalizzato in L 2oc  ̂ U £2,-j di tu tte  le derivate che figurano

nell’operatore e che verifica q.o. l’equazione e le condizioni al contorno.
Noi ci siamo proposte di estendere il risultato di Canfora ad operatori 

che degenerano anche « in più direzioni », cominciando con il riferirci al caso b). 
Precisam ente, consideriamo un operatore

L = S « a ( V ) D “, * ' e R *
M<4:

che in ciascuna delle zone di degenerazione ha la forma:

2  q f  DÏD. , x e R m, t ( ; Rn ( m + n  =  k),
= 1 h 
l«l<2

dove
i) g li operatori 2  aa D “ e ^  bq D? sono ellittici dello stesso segno,

|a|<4 |ßj<2
m entre, a differenza di quanto è supposto in b), non si impone nessuna condi
zione sugli operatori 2  ÿof^D“ . I domini (i =j= o), come nei lavori di

M=2
Canfora, o sono interni a Q oppure hanno in comune con T dom ini su 
iperpiani; noi però consideriamo non solo l’eventualità che questi iperpiani 
siano del tipo t{ =  cost m a anche il caso che essi siano del tipo =  cost. 
Supponiam o inoltre verificata la seguente condizione, che corrisponde alla 
condizione p  =  cost in b):

ii) per ogni h — i , • • •, n, il  coefficiente bhh di DÌ è costante nei dominih
Û/ (i =)= o) tali che n  V è contenuto nelV ip er piano th == cost.

Al fine di form ulare il problem a da noi considerato, indichiam o con r o 
il sottoinsieme ci F costituito dalla parte adiacente alla zona di ellitticità e 
dalla parte adiacente a zone di degenerazione e contenuta in iperpiani x£ =  cost. 

Orbene, il problem a è il seguente:

L u = f  in Q

u — o su T ; D v u  =  o su r o ;

per esso abbiamo provato Vesistenza di una soluzione generalizzata in  L2 (Q), 
qualunque sia f  e L,2 (Q), nell’ipotesi che i coefficienti aa di L  appartengano a 
Cìa* (Oj e inoltre che

(u , Lu)ü >  K y u II® Vu e H* (Û) n  H4( 0 ) .

2  öaOODL
lai <4

■ s  h( x ' ) D,
Iß|=2
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Questo risultato, che contiene il teorem a citato di Canfora, sarà esposto 
dettagliatam ente in un lavoro di prossim a pubblicazione; la dim ostrazione 
è conseguita in sostanza con i procedim enti adoperati da Canfora; tali proce
dim enti sono stati in alcuni punti modificati m ediante utili accorgimenti, i 
quali hanno reso possibile il superam ento di non poche e onerose difficoltà, 
dovute essenzialmente alla presenza di più variabili di degenerazione.
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