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Algebra. — Su  certi sistemi di leggi di varietà di gruppi risolubili(#). 
Nota d i  B r u n e t t o  P i o c h i , presentata <**> dal Corrisp. G .  Z a p p a .

SUMMARY. — Let G be a supersolvable finite group or a solvable one, in which the orders 
of principal factors are primes or squares of primes; and let exp G divide n =  p \  P fi' ' '
' ’ 'PsS(P i >  P2 >  ' ’ ‘ >  Ps Prime numbers). A much simple enunciation is given for 
essentially known theorems on some systems of laws characterizing G; it is indeed shown 
tha t the laws 1.(1) and 1.(2) can be removed from the enunciates of such theorems, getting 
equivalent systems of laws characterizing G.

I. Sia n — p afi p af i  • 'p ap (px > p 2 >  ' * * >  Ps num eri prim i distinti). In 
[2], [4]> [6] sono dim ostrati alcuni teoremi che caratterizzano m ediante 
opportuni sistemi di leggi i gruppi finiti di esponente divisore di n, che siano 
supersolubili, oppure risolubili con ogni fattore principale d ’ordine prim o o 
quadrato  di un prim o. Ciascuno di tali sistemi contiene le leggi

1.(1) (xng x ”g ‘p

oppure le leggi

r np . 1 np aJ-

l , ( 2) [ O l  >X2Ì * , [* 3  >% ] ^

Queste leggi equivalgono rispettivam ente alla dispersione del gruppo 
(cfr. [2], 2.2) e alla nilpotenza del derivato (cfr. [6], 1.3). L a loro validità 
serviva in modo essenziale per poter dim ostrare che nel gruppo considerato 
ogni /»-elemento del derivato è prodotto di com m utatori che sono /»-elementi, 
in base alla seguente proposizione, per la cui dim ostrazione vedasi [2], 3.2 
e [5], i . i :

P roposizione  i . i . Se un gruppo fin ito  G è disperso , oppure i l  suo deri­
vato è m i  potente, ogni p —elemento del derivato è prodotto d i commutatori che 
sono p-elem enti.

D a questa discende infatti im m ediatam ente che:

PROPOSIZIONE 1.2. Se  G è un gruppo fin ito  d i esponente divisore d i n 
e verificante le ipotesi d i  1,1, ogni pi-elemento del derivato d i G è prodotto d i

—et' np . 1
elementi della fo rm a  [a , b] 1 , con a , b e  G.

* Cl 1 . Cl :

m i =  Px ■■ -P i
i =  ï , 2  , ■■■,  s .

i  =  I , 2 s —  1 

j  =  ì  +  I , • • •, J.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca G.N.S.A.G.A. del 
C.N.R.

(**) Nella seduta del 20 aprile 1974.
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In  questa N ota si prova che dalla Proposizione 1.2 si possono elim inare 
le ipotesi di 1.1, cioè si prova che in generale in un gruppo finito di esponente 
divisore di n, ogni elemento del derivato è prodotto di elementi della forma

Ciò perm ette di generalizzare i teorem i sopra citati, fornendo una ca rat­
terizzazione più semplice dei gruppi finiti di esponente divisore di n, che siano 
supersolubili, o risolubili aventi ogni fattore principale di ordine prim o o qua­
drato di un primo. In fatti dai sistemi di leggi che compaiono neirenunciato  
di detti teorem i si possono elim inare le 1.(1) e 1.(2). Così ad esempio dim ostre­
remo che un gruppo finito G è supersolubile di esponente divisore di n, se 
e solo se in esso sono leggi le parole (cfr. Teorem a 2.3):

2. Lemma 2.1. S ia  G un gruppo e p  un numero prim o divisore d eb o r­
dine d i G. In  G non esistono commutatori che sono p-elementi diversi da  1, se 
e solo se G =  PN, con P p-sottogruppo d i Sylow  abeliano e N  p 1 -sottogruppo 
d i H a ll normale in  G.

Dimostrazione. Supponiam o dapprim a che in G non esistano com m u­
tatori diversi da 1 che abbiano ordine potenza di p. Allora, anzitutto, ogni 
/»-sottogruppo di Sylow P di G deve essere abeliano, poiché se a , b e P è 
[a , b] E P e1 deve allora essere [a , b\ — 1.

Consideriam o poi il norm alizzante N G(P) di P in G. Sia # e N G(P) e 
b £ P. A llora [a , b\ =  a 1 b 1 ab =  (Æ-1)* b E P e ancora deve essere \a , b] =  1, 
cioè N g (P ) C C g (P), onde N G(P) =  CG(P). M a allora P C Z ( N G(P)) e 
quindi per un  noto Teorem a del Burnside P possiede un /»-com plem ento di 
Sylow normale, ovvero esiste un p '-so ttogruppo N di H all di G, che è norm ale 
in G. Poiché jovviamente G =  PN, è provata la prim a parte del lemma.

Sia ora G =  PN, con P /»-sottogruppo di Sylow abeliano e N p '-so tto ­
gruppo di H all norm ale in G. A llora (G/N) è isomorfo a P, cioè è abeliano. Onde 
G ' C N  e pertan to  ogni elemento di G ' è un p '-elem ento; in particolare allora 
non esistono com m utatori diversi da 1 che siano /»-elementi.

T eo rem a  2.2 ù-h S ia  G un gruppo e sia n =  /q 1 p af  • • • p ap  ( p i> p 2> - • - > p s 
num eri prim i distinti) un m ultiplo d e ll  esponente d i  G. Per ogni p {ì qual-

-a-
, np . 1

siasi p i—elemento d i  G è prodotto d i elementi della fo rm a  \a , b] 2 , con 
[a , b] commutatore d i  G.

(1) Tale Teorem a può anche dedursi dalla teoria della fusione di Alperin, (vedi, ad
es., il Teorem a 4.1 di p. 251 in D. G o rsn s te in , Finite groups, New York, 1967). La nostra 
dimostrazione d iretta  è però molto più semplice ed elementare.

(i) n  ;

c.v.d.
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Dimostrazione. Osserviam o anzitutto  che dalla dim ostrazione del
Lem m a 2.1 si ricava che se in G non esistono com m utatori diversi da 1 che 
sono / —elementi, non esistono / —elementi di G' diversi da i.

Detto ciò fissiamo un /,-, e chiam iam olo / .  Consideriam o tu tti gli elementi 
di G ' della form a [a , b]np e sia H il sottogruppo da essi generato. H è p iena­
m ente invaria te in G, poiché è sottogruppo verbale di G. D unque, in p a rti­
colare, è anche H norm ale in G. D istinguiam o ora due casi:

1) caso H =  i. E noto che ogni com m utatore [ x , y]  che sia un 
/-e le m e n to  è potenza di [x,y]np “ (e H). Perciò se H =  1, non esistono com m u­
tatori in G che siano /-e le m e n ti, diversi dall’unità, e pertanto  non esistono 
neppure / —elem enti di G ' diversi da 1 e il Teorem a è banalm ente verificato.

2) caso H =J= i. Poiché H è norm ale in G, considero (G/H). Voglio 
dim ostrare che in (G /H) non vi sono com m utatori =j= da H che sono / - e l e ­
m enti. Supponiam o che vi siano e sia [aH , bH] uno di essi e p*(t <  a) il suo 
periodo. Ciò significa che

H =  [aH , 6H f  =  [a , ò / h ,  cioè [a , ó / g  H.

Consideriam o ora [a , b]np *. Esso è in H per la definizione di H . Poiché però 
([np~a , /*) =  i , si ha che:

[a y b~\ =  ([a , b]np )c ([a , b]p )d (c , d  interi) e poiché ognuno dei due term ini 
del prodotto è in H, anche [a , b] e H . cioè [aH , bH] =  H. Come vole vasi 
dim ostrare, allora, in (G/H) non esistono com m utatori diversi da H che sono 
/-e lem en ti. M a allora in (G /H )'=  (G;/H ) non esistono /-e le m e n ti diversi 
da H.

Sia ora y  un /-e le m e n to  di G '. La sua im magine nelfom om orfism o 
naturale di G in (G /H) è un /-e le m e n to  y H  di (G /H )'. M a per quanto  sopra 
y H  =  H , cioè y  6 H.

Perciò ogni /  —elemento di G ' è prodotto di elementi della form a [a , b] 1

c.v.d.

A  questo punto  si possóno semplificare notevolm ente gli enunciati di 
alcuni teorem i noti.

TEOREMA 2.3. Un gruppo  G fin ito  è d i esponente divisore d i n — 
— p ai P 2 ' ' 'P“ss (P±> P^) '  * ‘ > Ps num eri prim i distinti) e supersolubile se e solo 
se in  esso sono leggi le parole:

-a- a- 
r n p . 1 p  p(p

(i) x[  (Ü) ,*3 ‘ J

Dimostrazione. Se exp G In, vale la (i) e viceversa, se vale la (i), è 
exp Gin.

Inoltre da un teorem a di Baer [1] si ha che un gruppo G è supersolubile 
se e solo se in esso si ha ( + )  [ y  , x ^ 1] =  1 per ogni /  che divide | G |, ogni
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y  ^ -e lem ento  di G ' e ogni x  ^»'-elemento di G. Supponiam o ora che G sia 
supersolubile. A llora in esso vale la legge (ii) che è solo un caso particolare di (+ ) .

Viceversa, se in esso la parola (ii) è legge, vale la (+ ) .  Infatti, in base al 
Teorem a 2.2, ogni ^ —elemento y  di G ; è prodotto di elementi del tipo [a , b]n̂  * 
e poiché ognuno di questi elementi perm uta con x f ^ - V ,  anche il loro prodotto 
y  perm uta con x ^ - 1) .

Sia ora x  un p r—elem ento di G. Poiché (o(x)  , p aS) — 1, x  è potenza di 
xPa cioè * =  x*a*. A llora x ^ 1 =  XPa^ ~ P o i c h é  [y , xPa^-D ]  =  1, si ha anche, 
allora [y , x* 1] =  1; onde, valendo la (ii) per ogni A- divisore di |G | vale anche 
la ( + )  e G è supersolubile.

c.v.d.

In  modo del tu tto  analogo, basandosi ancora su teorem i dim ostrati da 
Baer in [1] o im m ediatam ente derivabili da essi (cfr. ad esempio [6], 3.1) 
si prova:

T eorema 2.4. Un gruppo  G fin ito  è d i esponente divisore d i n  — /q 1 p a£  • • •
* * 'P * (Px >  P%>'  ' ' >  Ps num eri prim i dispari) e ha i fa tto r i principa li d i 
ordine prim o o quadrato d i un  prim o se e solo se in  esso sono leggi le parole'.

—a . a . , 2  r nò . z P.l (P-—
(i) x \  (ii) , Xg ‘ J i  =

T eorema 2.5. Un gruppo fin ito  G soddisfa le seguenti tre condizioni'.

1) Vesponente d i  G divide n  =  p af  p af i  • 'p af i  con n non divisibile per  6;
2) ogni fa ttore principale d i  G ha ordine prim o 0 quadrato d i un primo\
3) G induce in  ogni suo fa ttore principale un gruppo ciclico d i auto- 

m orfism iì i l  cui ordine divide p 2 —- 1, dove p  è Punico divisore prim o delPordine 
del fa ttore principale considerato, se e solo se in  esso sono leggi le parole'.

(i) x* , § n (Ü)
np . i

X2Ì y
a.  t 2

P* CA--1)-t *
x 3 I , S.

D a questi è poi im m ediato ricavare teorem i analoghi a [4], 2.1 o [4], 
2.2, risu ltandone com unque ancora molto semplificata l’enunciazione.
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