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Sur les anneaux de dimension zéro. Nota di Paoro
Maroscia®, presentata “? dal Socio B. SEGRE.

Algebra.

RIASSUNTO. — Si ottengono proprietd topologiche ed algebriche degli anelli o-dimen-
sionali e nuove caratterizzazioni degli anelli assolutamente piatti.

L’objet de ce travail est de donner de nouvelles propriétés de nature
algébrique et topologique des anneaux zéro-dimensionnels, surtout dans le
cas réduit, c’est-a—dire dans le cas des anneaux absolument plats dont I’étude
a été poursuivie jusqu'a présent par nombreux Auteurs (cf. par exemple [2],
(71, [14], [15], [18], [10]).

Plus précisement, le paragraphe 1 contient, entre autres, un théoréme
de caractérisation, du point de vue topologique, des anneaux de dimension
zéro, qui compléte des résultats partiellement connus et qui sera trés utile
par la suite; on déduit aisément de ce théoréme que «un anneau A a dimen-
sion zéro si, et seulement si, la topologie de Zariski et la topologic construc-
tible coincident sur Spec (A)».

Dans le paragraphe suivant nous allons démontrer de nouvelles caracté-
risations pour les anneaux absolument plats, puis une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un produit direct d’anneaux de dimension zéro le soit
aussi; enfin, on prouve que «un anneau absolument plat admet seulement
la graduation triviale ». ‘

Au paragraphe 3 on démontre d’abord un théoréme de structure qui
s'énonce de la fagon suivante: « tout anneau de dimension zéro est un pro-
duit sous-direct d’anneaux locaux de dimension zéro», ce qui révéle le role
fondamental joué dans notre étude par ces derniers anneaux, étudiés systé-
matiquement dans [17]; puis, en vertu de ce théoréme, on donne deux autres
caractérisations pour les anneaux absolument plats et enfin on classifie les
anneaux dont tout idéal propre est radical, déja étudiés dans [4] et [13].

Finalement, tous les anneaux considérés ici sont commutatifs avec élé-
ment unité et tous les homomorphismes d’anneaux conservent I’élément unité.

I. QUELQUES PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES ANNEAUX ZERO-DIMENSIONNELS

Récemment, M. Hochster a démontré dans [7] la Proposition suivante:

PROPOSITION 1.1. Soit X un espace de Kolmogoroff quasi—compact W avec
une base d’ouverts quasi-compacts stable pour lopération d'intersection finie.

(*) Lavoro eseguito usufruendo di una borsa di studio del C.N.R. presso I'Université
de Paris-Sud (Orsay).

(**) Nella seduta del 20 aprile 1974.

(1) Cf. [1].
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Alors X est homéomorphe a l'espace Spec (A) @, muni de la topologie de
Zariski (ote A est un anneaw), si, et seulement si, toute famille d ouverts quasi—
compacts d'un ensemble fermé de X, jouissant de la propriété d'intersection
finie ® a une intersection non vide.

Gréace a ce résultat, le théoréme annoncé découle du lemme suivant:

LEMME 1.2. Soit X un espace topologique quasi—compact ayant les pro-
Ppriétés sutvantes:
1) X admet une base d'ouwverts quasi—compacts stable pour I'opération
d’intersection finie;
it) foute famille d’ouverts de la base jouissant de la propriété d’intersec-
tion finie a une intersection non vide.
Alors, pour que X soit un espace Ty @ il suffit qu'sl soit un espace T, ®,

Démonstration. Raisonnons par absurde; alors, quels que soient deux
points distincts x et ¥ dans X, prenons un ouvert U de la base contenant x,
mais non y. Si I'on considére la famille ¥"= {V,} des ouverts de la base
contenant ¥, mais non x, on obtaient encore, en vertu de 7), une famille
d’ouverts de la base # ={U,}, ou U,=UNV,.

Or on a: N U,= g, car (NU)C(NV,) = {y} et y€U; donc, en
vertu de ii), il existe une sous—famille finie de % , %' ={U,:} telle qu’on ait:
NUy = g, et alors si 'on considére Pouvert (non vide) V=NV, , on voit
aussitdt que €V ,y€V et UNV = &, ce qui contredit nos hypothéses,
d’oli la conclusion. ‘

THEOREME 1.3. Soit A un anneau et posons: X = Spec (A). Alors
les conditions suivantes somt équivalentes:
1) dim A = o;
2) X est un espace T, ;
3) X est un espace Ty,
4) tout ouvert fondamental X, est fermé (f € A);
5) X est un espace régulier @;
6) X est un espace T4 @;
7) X est un espace T, @,
8) X est un espace totalement discontinu ®;
9) X est un espace paracompact ®.

Démonstration. 11 est immédiat que 1) &= 2), 8) = 2), 3) = 4) = 5) &= 0);
en outre on a: 2) <= 3), en vertu du lemme précédent. Il n’est pas difficile
a voir que 6)=7), puisque X est quasi-compact, et que 4)= 8); d’autre

<2) Pour la définition et les propriétés générales de Spec(A) cf. [2], Ch. II.

(3) Cf. [9].

(4) Cf. [9]; il faut signaler d’ailleurs que les définitions d’espace régulier et d’espace
paracompact y données sont plus générales que celles qui se trouvent dans [1].

(5) Cf. [1].



PAOLO MAROSCIA, Sur les anneoux de dimension z2éro 453

part, on a évidemment: 7) = 3). A ce point, pour achever la démonstration,
il suffit de prouver que 3)= 6). Supposons, par absurde, qu’il existe dans A
un idéal premier p contenu proprement dans un idéal maximal me; alors, on
peut trouver, en vertu de nos hypothéses, deux voisinages fondamentals
disjoints X, et X, tels que X,5 p, Xppm et X,pp, X,o5m, ce qui est
manifestement absurde, d’ott la conclusion.

Remarque 1. 11 faut souligner que I'équivalence entre les conditions 2)
et 3) du théoréeme précédent peut étre démontrée aussi directement de la ma-
ni¢re suivante: on suppose d’abord I'anneau A réduit (ce qui est certainement
possible) et on utilise le fait que tout localisé de A par rapport & un idéal pre-
mier est un corps pour construire, & partir de deux points distincts quelcon-

ques de Spec (A), deux voisinages fondamentals satisfaisant & la propriété
de Hausdorff. ‘

Remarque 2. On voit aisément que, si A est un anneau et X = Spec (A),
on a: X régulier = X normal ®; toutefois, cette relation ne s’inverse pas, en
général (cf. [3]).

Le corollaire suivant résulte aussitdét du Th. 1

COROLLAIRE 1.4. Sodent A un anncau, N son nilradical et X = Spec(A).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes;
1) X est un espace discret,
2) X est un espace T et fing,
3) AN est somme divecte d'un nombre fini de corps.

On sait que, si A est un anneau, on peut introduire sur X = Spec (A)
une nouvelle topologie, en général plus fine que celle de Zariski, qui s'appelle
la topologie constructible, définie de la fagon suivante: les parties fermées
sont les sous—ensembles de X de la forme f* (Spec (B)) ot f*:Spec (B) —
— Spec (A) est l'application canonique induite par un homomorphisme
d’anneaux f:A — B; il n’est pas difficile & voir que cette définition est
¢quivalente & celles données par Grothendieck (cf. [6]).

On obtient alors le résultat suivant:

PROPOSITION 1.5. Sozent A un annean, X = Spec (A) muni de la topo-

logie de Zariski et X' = Spec (A) muni de la topologie constructible.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) dim A = o;
2) lapplication identique i: X — X' est un homéomorphisme.
Démonstration. 1)=>2). En effet, soit V un ensemble fermé quelconque

de X', donc V = f* (Spec (B)), ot f: A — B est un homomorphlsme d’anneaux;
alors, V est aussi un ensemble fermé dans X, puisque /* est une application

(6) Cf. [9].
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continue de Spec (B) a Spec(A), munis de la topologie de Zariski, et X est
un espace de Hausdorff en vertu du Th. 1.3.

2) = 1). Raisonnons par absurde et supposons qu’il existe dans A un
idéal premier p, non maximal; alors, si I'on considére le morphisme canonique
SiA = Ay, il résulte aussitét de la condition 2) que f* (Spec (Ap)) est un
ensemble fermé dans X, qui n’a aucun point fermé, ce qui est évidemment
absurde, d’olu la conclusion.

2. QUELQUES PROPRIETES ALGEBRIQUES DES ANNEAUX ZERO—DIMENSIONNELS

~ Donnons tout d’abord un résultat dont la démonstration est presque
immédiate:
LEMME 2.1. Soit A un anneau. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes:
1) dim A = o;
i) dim Ala = dim A, pour tout idéal aCA;
iii) dim SPA =dim A, pour toute partic multiplicative S de A.
Nous nous proposons maintenant de démontrer un théoréme de carac-
térisation pour les anneaux absolument plats ) qui compléte des résultats
partiellement connus (cf. [2]); précisement:

THEOREME 2.2. Soit A wun annean. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes:

1) A est réduit et dim A = o;

2) tout idéal de A est radical, c'est—a—dire, il coincide avec son radical;

3) tout idéal principal de A est idempotent, ou, ce qui revient awn méme,
A est un anneau régulier au sens de von Newmann ®;

4) A est absolument plat,

5) tout localisé Ay de A par rapport & un idéal premier p est un corps
et coincide avec Alp;

6) lapplication a -V (a) est une bijection de ['ensemble des idéaux
de A sur l'ensemble des parties fermées de X = Spec (A);

7) le morphisme canonigue @ : A — 1] (Alm;), ok les m; sont (tous)

z
les idéaux maximaux de A, est fidélement plar ®.

Démonstration. On voit aussitdt (cf. 2.1) que 1) = 5); en outre 5) = 4)
puisque la platitude est bien une propriété locale, et puis, (cf. [2, p. 64]),
4) = 3). Il est clair aussi que 3) = 2) et 2) &= 6); d’autre part, on a. (cf. [13])
2) = 1). Enfin, 4) = 7) car 'opération d’extension par rapport au morphisme
¢ appliquée a un idéal maximal quelconque m C A donne encore, évidemment,

(7) Rappelons qu’un anneau A est dit absolument plat si tout A-module est plat.
(8) Cf. [8].
(9) Cf. [2], Ch. L.
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un idéal maximal dans I’anneau TII(A/m;) et 7)= 3) puisque ce dernier an-

neau est absolument plat, en ver';u des relations qu’on vient de démontrer;
donc, quel que soit un élément x € A, on a: (42) = (x)°-(x)’ = (x), (ot e
dénote l'opération d’extension par rapport & ), ce qui achéve la démonstra-
tion, compte tenu de nos hypothéses.

Remarque 1. 11 résulte du Lemme 2.1 et du Th. 2.2 que «un anneau
A a dimension zero si, et seulement si, anneau réduit AlN (N étant le
nilradical de A) est absolument plat», en outre, il faut signaler qu’une
caractérisation (topologique) des anneaux dont les quotients par rapport
au radical de Jacobson sont absolument plats se trouve dans [16].

Grace au théoréme précédent, nous sommes en mesure de donner une
caractérisation pour les anneaux zéro-dimensionnels quelconques (0);

PROPOSITION 2.3. Soient A un anneawn et N son nilradical. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes:
1) dim A = o;
2) Vx€ A, 4/ existe un entier n >0 V) tel gue (x7) = (x7+1);
3) Vx€ A, i/ existe deux entiers n, k>0 W tels gue (") = (x7+4);

4) Vx € A, il existe un entier n >0 O fte] que (x") = (xm+%), pour tout
entier k> 0.

Démonstration. 1)=3). En effet, soit x un élément quelconque de A,
alors, en vertu du Th. 2.2, il existe un élément a € A tel que x — ax? =te N
or, si . est le plus petit entier tel que #”=o0, on voit aussitot que x27€ (x2m+2),
d’ott la conclusion.

I est clair en outre que 3) = 2) et 2) <= 4), de sorte que, pour achever
la démonstration, il nous reste & prouver que 2) = 1): pour cela, il suffit d’ob-
server (cf. 2.2) que, dans nos hypothéses, 'anneau A/ satisfait bien 2 la
condition 2) et de vérifier directement que tout localisé de A|A par rapport
a un idéal premier est un corps.

Le résultat suivant découle aussitdt de la proposition précédente:

COROLLAIRE 2.4. Soit A un annean zéro-dimensionnel. Alors tout élé-
ment végulier, autrement dit, qui w'est pas diviseur de zéro, est inversible.

Remarque 2. Ce dernier résultat, démontré aussi, d’une autre facon,
dans [8], né s’inverse pas, en général, car, par exemple, si B est un anneau
local quelconque de dimension > 0 et % est son corps résiduel, on voit aussi-
tot que l'anneau A = B@ 4, ou la multiplication est définie de la manitre
suivante: pour tout couple d’éléments ((4;, 4)), (6a, ky)) dans A, (8, %)
“(by, k) = (b, by, 8, ks + by %), est un anneau (local) de dimension > o
dans lequel tout élément régulier est inversible. Pourtant, le Corollaire s’inverse
si 'on suppose I'anneau réduit (cf. [8, p. 63]).

(10) Cf. aussi [19].
(11) Dépendant de .
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Ensuite, il faut souligner qu’un produit direct d’anneaux zéro—dimension-
nels peut bien avoir une dimension plus grande que zéro, comme l'exemple
suivant montre:

Soit A= ];]i-A,-, ot A;=£[X]/(X**™Y), (£ est un corps quelconque et

X est une indéterminée sur £); alors, on voit aussitét que le radical de
Jacobson, J, de A est égal au produit direct des idéaux maximaux des
anneaux A,, puisque A est un produit direct d’anneaux locaux, donc 1'élément
xr=(X,X,...,X,...) dans A appartient & ], mais évidemment, x n’est
pas nilpotent, ce qui prouve que dim A >o.

Toutefois, on obtient les propositions suivantes dont la premiére résulte
immédiatement du Th. 2.2;

PROPOSITION 2.5. Soit R = I];Ri un produit direct d’annecaux. Alors
z€

R est absolument plat si, et seulement si, chague R; Dlest aussi.
En outre, tout ultraproduit 2 d’anneaux absolument plats est encore un
annears absolument plat 13).

ProposITION 2.6. S0t R = I_];Ri un produit divect d’anneaux zéro—di-
z€

mensionnels et soient N son nilvadical et N; le nilradical de I'annean R; pour
chagque indice 7 € 1. Alors les conditions sutvantes sont équivalentes:

1) dim R = o;
2) /D ]1./15, autrement dit 9 N = I];./V,' .
7€ z€

Démonstration. 1)=>2). En effet, si, par absurde, il existe un élément
xE]__II./Z qui n’est pas nilpotent dans R, un tel élément ne peut pas
z€

satisfaire, évidemment, aux conditions équivalentes de la Prop. 2.3, d’ou
notre assertion. .

2) = 1). Soit x un élément quelconque de R; alors, en vertu de la Prop. 2.3
appliquée aux anneaux R;, il existe un élément a € R tel que x = ax? + 2,
ol z € A7; dong, si 7 est le plus petit entier tel que 2”=o0, on a: (x")=(a2"+2),
ce qui acheéve la démonstration, compte tenu encore de la Prop. 2.3.

Enfin, on va montrer qu’'un anneau absolument plat admet seulement
la graduation triviale; donnons d’abord le résultat suivant:

LEMME 2.7. Soit S= ® S, un anneau gradué en degrés positifs. Alors
n>0

tout élément idempotent de S appartient a Sy; donc, Spec (S) est connexe si,
(et seulement si), Spec (So) l'est aussi.

(12) Pour la définition d’un ultraproduit cf. [10].

(13) On en déduit aisément qu’un ultraproduit de corps est aussi un corps.

(14) 11 est clair que le nilradical d’un produit direct d’anneaux quelconques est bien
contenu dans le produit direct des nilradicaux des facteurs. '
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Démonstration. 11 suffit évidemment de montrer la premiére assertion.
Or, si ¢ est un élément idempotent quelconque de S, disons ¢ = ¢;, +-- -+ ¢;,
ot 0 <7 <---<1i,, les relations: ¢ = ¢ = ¢3 entrainent e}, = ¢, et e, =
= 2¢;, ¢,= 3¢ ¢;,, donc ¢;, =0, d’ou la conclusion.

La proposition suivante découle aussitdt du lemme précédent et du
Th. 2.2:

PROPOSITION 2.8. Soit S un annean réduit admettant une graduation non
triviale (en degrés positifs). Alors on a: dim S > o.

Cependant, il faut remarquer qu'il existe bien des anneaux zéro—dimension-
nels (non réduits) admettant une graduation non triviale: il suffit de prendre,
par exemple, I'anneau A = £ [X]/(X"), ol £ est un corps quelconque, X est
une indéterminée sur £ et # un entier > 2.

3. UN THEOREME DE STRUCTURE

On sait que, en vertu d’un théoréme bien connu de Birkhoff (cf. [12]),
«tout anneau est un produit sous—direct d’anneaux subdirectement irréducti-
bles »; on en déduit le théoréme annoncé, en appliquant aussi le Th. 1.3 et
le résultat suivant:

LEMME 3.1. Soit A un annean et ¢ (A) son coeur 9. Alors, si ¢ (A) == (o),
Spec (A) est connexe et ¢ (A) est un idéal principal ayant carré nul.

Démonstration. 11 est clair que A ne contient aucun élément idempotent
e =0, 1, autrement on aurait: (¢) N (1 — ¢) = (0), ce qui contredit nos hypo-
theses; les autres assertions sont immédiates,

THEOREME 3.2. Tout annean de dimension zéro est un produit sous—direct
d’anneaux locaux de dimension zéro.

Nous nous proposons maintenant d’établir, en utilisant le théoréme
prop )

précédent, deux autres caractérisations pour les anneaux absolument plats
(cf. Th. 2.2):

PROPOSITION 3.3. Soit A un anneau. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:
1) A est réduit et dim A = o,
2) tout idéal primaire est maximal 19).
Démonstration. 11 est immédiat (cf. 2.2) que 1) = 2); réciproquement,

il suffit d’observer qu'on a d’abord: dim A = o et puis que un anneau local

ayant la propriété 2) est bien un corps, d’oli la conclusion, en vertu du
Th. 3.2.

(15) Rappelons qu’on définit coeur d’un anneau l’intersection de tous ses idéaux == (0).
(16) Cette proposition est aussi démontrée, d’une autre fagon, dans [11].

31, — RENDICONTT 1974, Vol. LVI, fasc. 4.
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PROPOSITION 3.4. Soit A un anncan. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:
1) A est réduit et dim A = o
2) tout idéal ayant un radical premier est premier.

Démonstration. On voit aussitot (cf. 2.2) que 1) = 2). Il est clair que la
propriété 2) est stable par passage aux quotients, donc, en vertu du Th. 3.2,
pour montrer que 2) = 1) il suffit de faire voir que dim A = o.

En effet, puisque dans nos hypothéses on a (cf. [5]): dim A < 1, suppo-
sons par absurde que dim A=1. Alors, quel yue soit un idéal premier mini-
mal p CA, en vertu des considérations ci—dessus, I'anneau A’ = A/p est un
anneau intégre dont tout anneau quotient est réduit, ou, ce qui revient au
méme, tout idéal de A’ est radical, donc A’ est un corps (cf. 2.2), ce qui achéve
la démonstration.

Enfin, on va étudier les anneaux dont tout idéal propre 47 est radical.
On a d’abord le résultat suivant (cf. [13] et 3.1):

LEMME 3.5. Soit A un anneau dont tout idéal propre est radical et soit
N son nilradical. Alors A est un annean zéro—dimensionnel dont tout idéal
propre contient N et N est un idéal principal ayant carré nul.

Nous sommes finalement en mesure de donner une classification des
annezux en question (cf. 1.3, 3.1 et 3.5):

PROPOSITION 3.6. Soit A un anncan dont tout idéal propre est radical et
soit N son nilradical. Alors il peut se présenter seulement les deux cas suivanis:

1) N'= (0) auquel cas A est absolument plat,
2) N 4= (0) auquel cas A est un anmeauw local ayant un seul idéal
propre 18

Il faut remarquer que la proposition précédente, dans le cas non réduit,
est aussi conséquence du Th. 3.2: en effet, il suffit pour cela de vérifier direc-
tement que un anneau local dont tout idéal propre est radical posséde au plus
un seul idéal propre.

Ajouté sur épreuves. ~ Dans un travail ultérieur nous démontrerons, entre autres,
quelques extensions des résultats donnés dans le paragraphe 1, pour des schémas quelconques.
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