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Algebra. —• Sur les anneaux de dimension zéro. N ota di P a o lo  
M a r o s c ia (<V  presentata (**) dal Socio B. S e g re .

R iassunto. — Si ottengono proprietà topologiche ed algebriche degli anelli o-dimen- 
sionali e nuove caratterizzazioni degli anelli assolutamente piatti.

L ’objet de ce trava il est de donner de nouvelles propriétés de nature 
algébrique et topologique des anneaux zéro-dim ensionnels, surtout dans le 
cas réduit, c’e s t-à -d ire  dans le cas des anneaux absolum ent plats dont l’étude 
a été poursuivie ju sq u ’à présent p ar nom breux A uteurs (cf. p ar exemple [2],
[7], [14], [15], [18], [19]).

Plus précisém ent, le paragraphe 1 contient, entre autres, un  théorèm e 
de caractérisation, du point de vue topologique, des anneaux de dimension 
zéro, qui complète des résultats partiellem ent connus et qui sera très utile 
par la suite; on déduit aisém ent de ce théorèm e que « un anneau A  a dim en­
sion zéro si, et seulem ent si, la topologie de Zariski et la topologie construc­
tible coïncident sur Spec (A) ».

D ans le paragraphe suivant nous allons dém ontrer de nouvelles caracté­
risations pour les anneaux absolum ent plats, puis une condition nécessaire 
et suffisante pour q u ’un produit direct d ’anneaux de dim ension zéro le soit 
aussi; enfin, on prouve que « un anneau absolum ent p lat adm et seulement 
la graduation  triviale ».

Au paragraphe 3 on dém ontre d ’abord un théorèm e de structure qui 
s’énonce de la façon suivante: « to u t anneau de dimension zéro est un pro­
duit sous-direct d ’anneaux  locaux de dimension zéro », ce qui révèle le rôle 
fondam ental joué dans notre étude par ces derniers anneaux, étudiés systé­
m atiquem ent dans [17]; puis, en vertu  de ce théorème, on donne deux autres 
caractérisations pour les anneaux  absolum ent plats et enfin on classifie les 
anneaux dont tou t idéal propre est radical, déjà étudiés dans [4] et [13].

Finalem ent, tous les anneaux  considérés ici sont com m utatifs avec élé­
m ent unité et tous les hom om orphism es d ’anneaux conservent l’élément unité.

i. Quelques propriétés topologiques des anneaux zéro- dimensionnels

Récem ment, M. H öchster a dém ontré dans [7] la Proposition suivante: 
PROPOSITION i . i .  Soit X un espace de Kolmogoroff quasi-compact G) avec 

une base d'ouverts quasi-compacts stable pour / ’opération d'intersection finie.

(*) Lavbro eseguito usufruendo di una borsa di studio del C.N.R. presso l’Université 
de Paris-Sud (Orsay).

(**) Nella seduta del 20 aprile 1974.
(i) Cf. [I].
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Alors X est homéomorphe à Vespace Spec (A) <2>, m uni de la topologie de 
Zariski (où A  est un anneau), si, et seulement si, toute fam ille d'ouverts quasi- 
compacts d 'un ensemble ferm é de X, jouissant de la propriété d'intersection 
finie (3) a une intersection non vide.

Grâce à ce résultat, le théorèm e annoncé découle du lemme suivant:

Lemme 1.2. Soit X un espace topologique quasi-compact ayant les pro­
priétés suivantes'.

i) X admet une base d'ouverts quasi-compacts stable pour l'opération 
d'intersection finie',

ii) toute fam ille d'ouverts de la base jouissant de la propriété d'intersec­
tion finie a une intersection non vide.

Alors, pour que X soit un espace T 2 (3) i l  suffit qu 'il soit un espace T x <3>.

Démonstration. Raisonnons p ar absurde; alors, quels que soient deux 
points distincts x  et y  dans X, prenons un ouvert U  de la base contenant ;r, 
mais non jp. Si Ton considère la famille tT  =  {Va} des ouverts de la base 
contenant y , mais non ;r, on obtaient encore, en vertu de i), une famille 
d ’ouverts de la base % =  {U a}, où U a =  U n V a .

O r on a : O U a =  0 , car ( n U a) C ( f iV a) =  { y }  et y  g U; donc, en 
vertu de ii), il existe une sous-fam ille finie de % , ~ [ U ai] telle q u ’on ait: 
n u a, == 0 , et alors si l’on considère l’ouvert (non vide) V  =  n V a  ̂ , on voit 
aussitôt que x & V  , y  e V  et U  O V  =  0 , ce qui contredit nos hypothèses, 
d ’où la conclusion.

Théorème 1.3. Soit A  un anneau et posons'. X =  Spec (A). Alors 
les conditions suivantes sont équivalentes'.

1) dim  A  =  o;
2) X est un espace T x ;
3) X est un espace T 2 ;
4) tout ouvert fondamental Xy est ferm é ( f  e A);
5) X est un espace régulier (4>;
6) X est un espace T 3 <4>;
7) X est un espace T 4 <4>;
8) X est un espace totalement discontinu
9) X est un espace paracompact <4h

Démonstration. Il est im m édiat que 1) 4==> 2), 8) =* 2) , 3) =»4) => 5) <==> 9); 
en outre on a : 2) <t==> 3), en vertu  du lemme précédent. Il n ’est pas difficile 
à voir que 6) => 7), puisque X est quasi-com pact, et que 4) => 8); d ’autre

(2) Pour la définition et les propriétés générales de Spec(A) cf. [2], Ch. II.
te) cf. [9].
(4) Cf. [9]; il faut signaler d’ailleurs que les définitions d’espace régulier et d’espace 

paracompact y données sont plus générales que celles qui se trouvent dans [1].
(5) Cf. [i].
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part, on a évidem m ent: 7) =>3). A  ce point, pour achever la dém onstration, 
il suffit de prouver que 5) => 6). Supposons, par absurde, q u ’il existe dans A 
un idéal prem ier p  contenu proprem ent dans un idéal m axim al m; alors, on 
peut trouver, en vertu  de nos hypothèses, deux voisinages fondam entals 
disjoints Xf  et tels que Xf 3 p ,  X/S> m  et 2 p , X^ 3 rn, ce qui est 
m anifestem ent absurde, d ’où la conclusion.

Remarque I.  Il faut souligner que l’équivalence entre les conditions 2) 
et 3) du théorèm e précédent peut être dém ontrée aussi directem ent de la m a­
nière suivante: on suppose d ’abord l’anneau A  réduit (ce qui est certainem ent 
possible) et on utilise le fait que tou t localisé de A  par rapport à un idéal p re­
m ier est un  corps pour construire, à p artir de deux points distincts quelcon­
ques de Spec (A), deux voisinages fondam entals satisfaisant à la propriété 
de Hausdorffi

Remarque 2. On voit aisém ent que, si A  est un anneau et X =  Spec(A), 
on a: X régulier => X norm al (6); toutefois, cette relation ne s’inverse pas, en 
général (cf. [3]).

Le corollaire su ivant résulte aussitôt du Th. 1.3:

C o ro lla ire  1.4. Soient A  un anneauy AT son nilradical et X —Spec (A). 
Alors les conditions suivantes sont équivalentes\

1) X est un espace discret;
2) X est un espace H1 et fini\
3) A \JT  est somme directe d 'un nombre fin i de corps.

On sait que, si A  est un anneau, on peut introduire sur X =  Spec (A) 
une nouvelle topologie, en général plus fine que celle de Zariski, qui s’appelle 
la topologie constructible, définie de la façon suivante: les parties fermées 
sont les sous-ensem bles de X de la forme / *  (Spec (B)) où /* :  Spec (B) -> 
-> Spec (A) est l’application canonique induite par un hom om orphisme 
d anneaux  / : A - > B ;  il n ’est pas difficile à voir que cette définition est 
équivalente à celles données p ar Grothendieck (cf. [6]).

On obtient alors le résultat suivant:

PROPOSITION 1.5. Soient A  un anneaui X =  Spec(A) m uni de la topo­
logie de Zariski et X f =  Spec (A) muni de la topologie constructible.

Les conditions suivantes sont équivalentes'.
1) dim A  =  o;
2) P application identique i  : X -> X ; est un homéomorphisme.

Démonstration. 1) => 2). En effet, soit V  un ensemble fermé quelconque 
de X , donc Y  = / *  (Spec (B)), o ù /  : A -> B est un hom om orphisme d ’anneaux; 
alors, V  est aussi un ensemble fermé dans X, p u isq u e /*  est une application

(6) Cf. [9].
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continue de Spec (B) à Spec (A), m unis de la topologie de Zariski, et X est 
un espace de H ausdorff en vertu  du Th. 1.3.

2) 1). R aisonnons p a r absurde et supposons q u ’il existe dans A  un
idéal prem ier p, non m axim al; alors, si T on  considère le m orphism e canonique 

/  : A  -> A p , il résulte aussitôt de la condition 2) que / *  (Spec (A^)) est un 
ensemble fermé dans X, qui n ’a aucun point fermé, ce qui est évidem m ent 
absurde, d ’où la conclusion.

2. Q uelques p ro p rié tés  a lg éb riq u es  des anneaux  zéro-d im ensionnels

D onnons tou t d ’abord un résultat dont la dém onstration est presque 
im médiate:

Lemme 2.1. Soit A  un anneau. Alors les conditions suivantes sont équi­
valentes:

i) dim  A  =  o;
ii) dim  A  \a =  dim  A, pour tout idéal a C A ;

iii) dim  S-1 A  — dim  A, pour toute partie multiplicative S de A.
Nous nous proposons m ain tenant de dém ontrer un théorèm e de carac­

térisation pour les anneaux  absolum ent plats <7 8> qui complète des résultats 
partiellem ent connus (cf. [2]); précisément:

THEOREME 2.2. Soit A  un anneau. Alors les conditions suivantes sont 
équivalentes:

1) A  est réduit et dim  A  =  0;
2) tout idéal de A  est radical, d  est—à—dire, il coincide avec son radical',
3) tout idéal principal de A  est idempotent, ou, ce qui revient au même, 

A est un anneau régulier au sens de von Neumann  <8);
4) A est absolument p la t;
5) tout localisé Ap de A  par rapport à un idéal premier p  est un corps 

et coincide avec A/p;
6) V application a V (a) est une bijection de P ensemble des idéaux 

de A  sur P ensemble des parties fermées de X =  Spec (A);
7) le morphisme canonique 9 : A -> JJ (A/m,-), où . les m { .sont. (tous)

i
les idéaux maximaux de A , est fidèlement plat <9b

Démonstration. On voit aussitôt (cf. 2.1) que 1) => 5); en outre 5) => 4) 
puisque la p latitude est bien une propriété locale, et puis, (cf. [2, p. 64]),
4) =» 3). Il est clair aussi que 3) => 2) et 2) <=» 6); d ’autre part, on a (cf. [13]) 
2) => 1). Enfin, 4) => 7) car l’opération d ’extension par rapport au m orphism e 
9 appliquée à un idéal m axim al quelconque m  C A  donne encore, évidem m ent,

(7) Rappelons qu’un anneau A est dit absolument plat si tout A-module est plat.
(8) Cf. [8].
(9) Cf. [2], Ch. I.
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un idéal m axim al dans Panneau n (A imù et 7) =* 3) puisque ce dernier an-
i

neau est absolum ent plat, en vertu des relations q u ’on vient de dém ontrer; 
donc, quel que soit un élém ent x  e A, on a: (x2)* =  (x)e ■ (x)e — (x)e, (où e 
dénote l ’opération d ’extension p ar rapport à 9), ce qui achève la dém onstra­
tion, com pte tenu de nos hypothèses.

Remarque 1. Il résulté du Lem m e 2.1 et du Th. 2.2 que «un  anneau 
A  a dim ension zero si, et seulem ent si, l’anneau réduit A jjV  ( X  é tan t le 
nilradical de A) est absolum ent p lat» ; en outre, il fau t signaler q u ’une 
caractérisation (topologique) des anneaux  dont les quotients p a r rapport 
au radical de Jacobson sont absolum ent plats se trouve dans [16].

Grâce au théorèm e précédent, nous sommes en m esure de donner une 
caractérisation pour les anneaux  zéro-dimensionnels quelconques ù°):

P roposition  2.3. Soient A  un anneau et X  son nilradical. Alors les 
conditions suivantes sont équivalentes:

1) dim  A  =  o;
2) dxe  A, i l  existe un entier n >  o <1]> tel que (x") — (xK+1) ;
3) Vxe A , i l  existe deux entiers n , k  >  o <u > tels que (x ”) =  (x n+i);
4) d x  e A, il existe un entier n > 0  <u > tel que (xn) =  (xn+A), pour tout 

entier h >  o.

Demonstration. 1) => 3). E n  effet, soit x  un élément quelconque de A, 
alors, en vertu du Th. 2.2, il existe un élém ent « e A  tel que x  —  ax2 =  te  
or, si m  est le plus petit entier tel que tm— o, on voit aussitôt que x 2me(x 2m+2), 
d ’où la conclusion.

Il est clair en outre que 3) => 2) et 2) <=> 4), de sorte que, pour achever 
la dém onstration, il nous reste a prouver que 2) => 1): pour cela, il suffit d ’ob­
server (cf. 2.2) que, dans nos hypothèses, l’anneau A/^V  satisfait bien à la 
condition 2) et de vérifier directem ent que tou t localisé de A /A ^par rapport 
à un idéal prem ier est un corps.

Le résultat su ivant découle aussitôt de la proposition précédente:

C o ro lla ire  2.4. Soit A  un anneau zéro—dimensionnel. Alors tout élé­
ment régulier, autrement dit, qui n'est pas diviseur de zéro, est inversible.

Remarque 2. Ce dernier résultat, dém ontré aussi, d ’une autre façon, 
dans [8], ne s inverse pas, en général, car, par exemple, si B est un anneau 
local quelconque de dim ension >  o et k est son corps résiduel, on voit aussi­
tô t que 1 anneau  A  — B © k, où la m ultiplication est définie de la m anière 
suivante: pour tou t couple d ’éléments ( ( ^  , k ^ , (bz , k2)) dans A  , (b1 , kx)- 
• (P-2 y A ) =  (pi b2 , b1 k2 +  b2 kl), est un ànneau (local) de dim ension >  o 
dans lequel tou t élém ent régulier est inversible. Pourtant, le Corollaire s ’inverse 
si l ’on suppose l’anneau réduit (cf. [8, p. 63]). 10 11

(10) Cf. aussi [19J.
(11) Dépendant de x.
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Ensuite, il faut souligner q u ’un produit direct d ’anneaux zéro-dim ension­
nels peut bien avoir une dim ension plus grande que zéro, comme l’exemple 
suivant m ontre:

00
Soit A  =  n  A z-, où A t- =  k [X]/(X*+1), (k est un corps quelconque eti—l

X est une indéterm inée sur k); alors, on voit aussitôt que le radical de 
Jacobson, J, de A  est égal au produit direct des idéaux m axim aux des 
anneaux  A,-, puisque A  est un produit direct d ’anneaux locaux, donc l’élément 
3 r = ( X , X , . . . , X , . . . )  dans A  appartien t à J, mais évidem m ent, x  n ’est 
pas nilpotent, ce qui prouve que dim A  >  o.

Toutefois, on obtient les propositions suivantes dont la prem ière résulte 
im m édiatem ent du T h. 2.2;

P roposition  2.5. Soit R  == n  R 2- un produit direct d'anneaux. Alors
i  e I

R est absolument plat s i, et seulement si, chaque R t- P est aussi.
E n  outre, tout ultraproduit <12> d'anneaux absolument plats est encore un 

anneau absolument plat <13).

P roposition  2.6. Soit R  =  I T r ,  un produit direct d'anneaux zéro—di-
i  El

mensionnels et soient JA son nilradical et j V] le nilradical de P anneau R z pour 
chaque indice i G I. Alors les conditions suivantes sont équivalentes'.

1) dim  R  — o;
2) n  jVI, autrement d it <14) JA— T I ^ .tel z el

Démonstration. 1) => 2). En effet, si, par absurde, il existe un élément 
x  e n  JAi qui n ’est pas nilpotent dans R, un tel élém ent ne peut pas

i  E i

satisfaire, évidem m ent, aux  conditions équivalentes de la Prop. 2.3, d ’où 
notre assertion.

2) => 1). Soit x  un élém ent quelconque de R; alors, en vertu de la Prop. 2.3 
appliquée aux  anneaux  R,-, il existe un élément a e R  tel que x  =  ax2 +  z, 
où z e jA\ donc, si n est le plus petit entier tel que z n =  o, on a: (xn) =  (x2n+2), 
ce qui achève la dém onstration, compte tenu encore de la Prop. 2.3.

Enfin, on va m ontrer q u ’un anneau absolum ent p lat adm et seulement 
la g raduation  triviale; donnons d ’abord le résultat suivant:

Lemme 2.7. Soit S =  © Sn un anneau gradué en degrés positifs. Alors
n> 0

tout élément idempotent de S appartient à S0 ; donc, Spec (S) est connexe si, 
(et seulement si), Spec (S0) P est aussi.

(12) Pour la définition d’un ultraproduit cf. [io].
(13) On en déduit aisément qu’un ultraproduit de corps est aussi un corps.
(14) Il est clair que le nilradical d’un produit direct d’anneaux quelconques est bien 

contenu dans le produit direct des nilradicaux des facteurs.



PAOLO MarosoiA, Sur les anneaux de dimension zèro 457

Démonstration. Il suffit évidem m ent de m ontrer la première assertion. 
Or, si e est un élément idem potent quelconque de S, disons e =  eix +  • • • -f- eik  ̂
où o <  i± < •  • • <  ik} les relations: e — e2 =  ez entraînent e \ =  eil et —
=  2 eix ei% — 3 eix ei%ì donc ei% =  o, d ’où la conclusion.

L a proposition suivante découle aussitôt du lemme précédent et du 
Th. 2.2:

Proposition  2.8. Soit S un anneau réduit admettant une graduation non 
triviale (en degrés positifs). Alors on a: dim  S >  o.

Cependant, il faut rem arquer q u ’il existe bien des anneaux zéro-dim ension­
nels (non réduits) adm ettan t une graduation  non triviale: il suffit de prendre, 
par exemple, Panneau A  — k [X ]/(X W), où k  est un corps quelconque, X est 
une indéterm inée sur k et n un entier >  2.

3. U n Théorème de structure

On sait que, en vertu d ’un théorèm e bien connu de Birkhoff (cf. [12]), 
« tou t anneau est un produit sous-direct d ’anneaux subdirectem ent irréducti­
bles »; on en déduit le théorèm e annoncé, en appliquant aussi le Th. 1.3 et 
le résultat suivant:

Lemme 3.1. Soit A un anneau et c(A) son coeur (15h Alors, si c(A)  =(= (o), 
Spec (A) est connexe et c (A) est un idéal principal ayant carré nul.

Démonstration. Il est clair que A  ne contient aucun élém ent idem potent 
e =4= o , i, autrem ent on aurait: (e) D (1 — e) =  (o), ce qui contredit nos hypo­
thèses; les autres assertions sont immédiates.

Théorèm e 3.2. Tout anneau de dimension zéro est un produit sous—direct 
d'anneaux locaux de dimension zéro.

Nous ndus proposons m ain tenant d ’établir, en utilisant le théorèm e 
précédent, deux autres caractéiisations pour les anneaux absolum ent plats 
(cf. Th. 2.2):

PROPOSITION 3.3. Soit A un anneau. Alors les conditions suivantes sont 
équivalentes'.

1) A  est réduit et dim  A  =  o;
2) tout idéal primaire est maximal <16h

Démonstration. Il est im m édiat (cf. 2.2) que 1) => 2); réciproquem ent, 
il suffit d ’observer q u ’on a d ’abord: dim  A =  o et puis que un  anneau local 
ayan t la propriété 2) est bien un corps, d ’où la conclusion, en vertu du 
Th. 3.2.

(15) Rappelons qu’on définit coeur d’un anneau l’intersection de tous ses idéaux =[= (o).
(16) Cette proposition est aussi démontrée, d’une autre façon, dans [11 ].

31. — RENDICONTI 1974, Vol. LVI, fase. 4.
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P roposition  3.4. Soit A un anneau. Alors les conditions suivantes sont 
équivalentes'.

1) A  est réduit et dim  A  =  o;
2) tout idéal ayant un radical premier est premier.

Démonstration. On voit aussitôt (cf. 2.2) que 1) => 2). Il est clair que la 
propriété 2) est stable par passage aux quotients, donc, en vertu du Th. 3.2, 
pour m ontrer que 2) => 1) il suffit de faire voir que dim  A  =  o.

En effet, puisque dans nos hypothèses on a (cf. [5]): dim  A <  1, suppo­
sons par absurde que d im A = i .  Alors, quel que soit un  idéal prem ier m ini­
m al p  C A , en vertu des considérations ci-dessus, l’anneau A '=  A jp  est un 
anneau intègre dont tou t anneau quotient est réduit, ou, ce qui revient au 
même, tou t idéal de A ' est radical, donc A ' est un corps (cf. 2.2), ce qui achève 
la dém onstration.

Enfin, on va étudier les anneaux dont tou t idéal propre <17 18> est radicai. 
On a d ’abord le résu ltat su ivant (cf. [13] et 3.1):

Lemme 3.5. Sott A  un anneau dont tout idéal propre est radical et soit 
JT son nilradical. Alors A  est un anneau zéro—dimensionnel dont tout idéal 
propre contient JA et j A est un idéal principal ayant carré nul.

Nous sommes finalem ent en m esure de donner une classification des 
anneaux en question (cf. 1.3, 3.1 et 3.5):

PROPOSITION 3.6. Soit A un anneau dont tout idéal propre est radical et 
soit JA son nilradical. Alors il  peut se présenter seulement les deux cas suivants'.

1) -JA =  (o) auquel cas A  est absolument plat\
2) JAJ^ (o) auquel cas A. est u/n? an/neaur local ayant u/n seu*l 'ideal

propre

Il fau t rem arquer que la proposition précédente, dans le cas non réduit, 
est aussi conséquence du Th. 3.2: en effet, il suffit pour cela de vérifier direc- 
terpent que un anneau local dont tout idéal propre est radical possède au plus 
un seul idéal propre.

Ajouté sur épreuves. -  Dans un travail ultérieur nous démontrerons, entre autres, 
quelques extensions des résultats donnés dans le paragraphe i, pour des schémas quelconques.
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