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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Matematica. —■ S u l problema di Dirichlet per equazioni para­
boliche del secondo ordine a coefficienti discontinui(#). Nota di E r m a n n o  

L a n c o n e l l i ,  presentata (**; dal Socio G. S a n s o n e .

SUMMARY. — We consider the Dirichlet problem for a class of second order linear 
parabolic operators with discontinuous coefficients in divergence form; some theorems on 
regularity of boundary points are given.

I. In  questa N ota enunciam o alcuni Teoremi sulla regolarità dei punti 
di frontiera per il problem a di D irichlet relativo agli operatori parabolici del 
secondo ordine
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( z = ( x , y )  =  Gì  ̂R*XR) ,
per cui;

(!) ai,j =  aj,i e Loo (R* X R),

ed esiste r >  o tale che
n

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del GNAFA del C.N.R. 
(**) Nella seduta del 20 aprile 1974.
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(II) at , bf e ^Lp,q (R"xR), i =  i , • • •,

con 2 <  p  , q <  00 , n \2p  +  1 \q <  1/2 ;

con I <  Px , ?! <  °o , t t /2 ^  +  ilçx < l (D ;

(III)  in un intorno dell’infinito L  — A —  dfdy, essendo A l ’operatore 
di Laplace in R w.

Indichiam o con £ì un aperto lim itato e non vuoto di R WXR.
È noto (cfr. ad esempio [2]) che le soluzioni deboli di ~Lu =  o in Q sono 

localmente hölderiane e soddisfano un principio di massimo ed una disugua­
glianza di tipo H arnack .

E allora possibile, m ediante il m etodo delle soprasoluzioni e delle 
sottosoluzioni di P erron-W iener, costruire una «soluzione generalizzata», 
H^, del problem a di D irichlet

( L u  =  o in £ì, 
l « /9Ù = ‘9 , 9 eC (a O ).

Hcp è soluzione debole di L u =  o in O e quindi, in particolare, è ivi continua. 
U n  punto «s'o e a£ì si dice L --regolare per Q, se riesce

lim (z) =  9 (-Sq) , V9 e C (aù).
z  —>z0

A  differenza di quanto accade nel caso ellittico (si veda [11]), in quello para­
bolico la regolarità di s0 varia, in generale, con l’operatore L. Ad esempio 
gli operatori

—  A — dy ^  , a ì b o , a b ,

non hanno gli stessi punti regolari (cfr. [4], Teorem a 8.1]
Non si può quindi sperare di trovare un operatore « campione » per lo 

studio della regolarità nel caso parabolico; tale ruolo può essere svolto dalla 
classe

a >  o I .

(1) bp,q (R” XR) è lo spazio delle (classi di) funzioni misurabili su Rn x R  e tali che

+  00 >  J u ; L,ptÇ (Rn X R)
. ( / ! « ( - .  -V) ; L/, (R-) f  dy)1/?, se q <  oo, 

R

sup ess|| n (• ,y) ; (Rn) ]| se q =  00;
^eR

\*p (Rw) è lo spazio di Lebesgue delle (classi di) funzioni di /-esim a potenza sommabile 
su R”, con la consueta norma.
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Infatti, abbiam o provato il seguente

T e o re m a  A . z 0 c 2 0  è regolare rispetto ad ogni operatore del tipo ( i)  se 
e solo se esso è regolare rispetto ad ogni operatore della classe ü?0 .

Il successivo teorem a assegna una caratterizzazione della regolarità 
rispetto alla classe .

Indichiam o con K la soluzione fondam entale dell’equazione del calore; 
per ogni sottoinsieme com patto F di RnXR indichiam o con J l +(F) l ’insieme 
delle m isure di R adon non negative col supporto contenuto in F e chiamiamo 
capacità di F  la

(2) (F) =  sup I [X (R* X R) ; V, e (F) , j  K (*— -Ç) d[x (Ç) <  i , V* e R ” x  R
R"xR

Per ogni X e] o , i [ e per ogni h , k e  N indichiam o con Q.'h>k (ä0 ; X) l’insieme

&h,k(ßo A) =  \ z  =  (x >y)e ti' ; ^ ’+1 <  y <>— y  ^  A ,  ^  <  exp — —— ^-L 1j .
( 4 (j'o —y) I

Ebbene

TEO R EM A  B . Zq e  3>Q e regolare rispetto ad ogni operatore della classe 
se e solo se, per un (e quindi per ogni) A e ]o , i [, risulta

(3) £  --------   “ =  + o o
h ,k = 1 -ha

Va >  o .

Se ß  =  0 X l è un aperto cilindrico (0 aperto di R“ , I intervallo di R) e 
#o =  (x o > To) e X I> si può provare che la (3) è equivalente alla condi­
zione di W iener per l’operatore di Laplace relativam ente al punto xoedO. 
Allora:

zq è L -regolare per ogni operatore del tipo (1) se e solo se x 0 è regolare 
(relativamente\ ad  0) per F operatore d i Laplace.

Di qui, per un risultato di M iller ([7]), segue che la condizione (3) non 
assicura la regolarità di z0 relativam ente alla classe degli operatori parabolici 
in form a non divergenza. Condizioni di regolarità per operatori di questo tipo, 
i coefficienti dei quàli verificano una condizione di tipo Hôlder, sono state 
annunciate recentem ente da N ovrusov ([9]; cfr. anche Pini [io], Landis [6]. 
M urakam i [8]). 2

2. Le dim ostrazioni dei Teorem i A e B com pariranno in una N ota di 
prossim a pubblicazione.

Qui illustriam o brevem ente il procedim ento seguito per provare i Teoremi 
suddetti, nel caso particolare in cui i coefficienti a{ e c dell’operatore L  sono 
identicam ente nulli.

Sia X =  R n X ]a  , ß[ una striscia contenente Q e sia g la soluzione fonda- 
m entale di L u =  o in X. Per quanto provato in [1] esistono delle costanti
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positive y2- ed a{ , i  =  1 , 2, tali che

(4) Yi K (ai) (* _  Q <  g (* ; Q <  y2 (Z -  9

dove K (a,) denota la soluzione fondam entale dell’equazione (A/ai -----^ j u = o .
Ora, se indichiam o con <€a la capacità definita analogam ente alla «g7,

sostituendo nella (2) K con K (ö) ^soluzione fondam entale di A /# -----~  , « > o ì
si ha ^

P r o p o s iz io n e  i. Per ogni compatto F  C R ” X R  esiste una costante posi­
tiva g dipendente solo da a, tale che

a~l V  (F) <  Va (F) <  a <g (F).

Di qui, utilizzando il Teorem a 1.2 di [5], si deduce im m ediatam ente la 
seguente

PROPOSIZIONE 2. Condizione necessaria affinchè z0 G 9 Q sia regolare 
rispetto ad ogni operatore della classe è che valga la (3).

Sia ora z0 =  (x0 , y 0) e Q ed indichiam o con F* , X € ]o , 1 [, l ’insieme

Fx =  { z  =  (x , y)  e O' ; \x — x0 [2 <  X , o < y 0 -—y  <  X} 

e con V* la << soluzione generalizzata del problem a di D irichlet esterno »

Lu =  o in F  x O X 

ufiFx =  1, u (x , a) =  ujoo =  o .

È noto (cfr. [3]) che z0 è L -regolare se e solo se V*(>o) =  1 per ogni 
X € ] o ,  i [. D ’altra parte, utilizzando la (4) e la Proposizione 1, con procedi­
m enti analoghi a quelli seguiti in [5] (cfr. la dim ostrazione del Teorem a 2.2) 
si prova il seguente

Lemma. Per ogni operatore L  del tipo (1) esistono a , c >  o tali che,

, VX e ] o , i [ <2>,

dove è la serie che figura nella (3).

Dimostrazione del Teorema A . La necessità è banale.
Proviam o la sufficienza. Se zQ è regolare rispetto ad ogni operatore della 

classe J^0 , in forza della Proposizione 2 vale la (3); allora, per il Lem m a, 
V* (#,q) =  i per ogni X e ]o , 1 [ ed il punto z0 è L -regolare.

Dimostrazione del Teorema B. La necessità è afferm ata dalla Proposi­
zione 2. La sufficienza è conseguenza del fatto che, se vale la (3), il punto z0 

è L -regolare rispetto ad ogni operatore del tipo (1) (cfr. la dim ostrazione pre­
cedente) e quindi, in particolare, rispetto ad ogni operatore della classe <j£?0. 2

c +  (+  00)
(2) Conveniamo di porre
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