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SEZIONE I

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Swu/ problema di Dirichlet per equazioni para-
boliche del secondo ordine a coeffictents discontinui . Nota di ERMANNO
LANcONELLI, presentata ¢ dal Socio G. SANSONE.

SUMMARY. — We consider the Dirichlet problem for a class of second order linear
parabolic operators with discontinuous coefficients in divergence form; some theorems on
regularity of boundary points are given.

1. In questa Nota enunciamo alcuni Teoremi sulla regolaritd dei punti
di frontiera per il problema di Dirichlet relativo agli operatori parabolici del
secondo ordine
L= 86,0 % ta@|+ 402 4 eu— 2
o; = ox; : J = ox; oy

7=1
(‘Z= (x’y> = (xl »"';%y}’) eRnXR> ,
per cui:
(I) dz',j = d].’z. € Loo (Ran), ; , ] =1,-.-,%,
ed esiste » > o tale che

FUEP< X a4, (2)EE  , VzeR'XR,
7, 7=1

2,7=

n 1/2

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del GNAFA del C.N.R.
(*¥*) Nella seduta del 20 aprile 1974.
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(D) a;,6,€L,, R*"XR), =1 ,-,1;,
con 2<p,g<oo, nl2p+1/g<1/2;
ceL, ., (R"XR)
con 1<p,q, <00, nl2p +1lg, <1 O

(IIT) in un intorno dell'infinito L = A — 3/3y, essendo A l'operatore
di Laplace in R”".

Indichiamo con Q un aperto limitato e non vuoto di R*XR.

E noto (cfr. ad esempio [2]) che le soluzioni deboli di Lz=o0 in Q sono
localmente hélderiane e soddisfano un principio di massimo ed una disugua-
glianza di tipo Harnack.

E allora possibile, mediante il ‘metodo delle soprasoluzioni e delle

sottosoluzioni di Perron-Wiener, costruire una «soluzione generalizzata »,
Q RN
Hg, del problema di Dirichlet

{ Lu=o0 in Q,
2%/8Q=‘cp , eeCRO).

H{ ¢ soluzione debole di Lu=o0 in Q e quindi, in particolare, & ivi continua.
Un punto 2z, € 90Q si dice L-regolare per Q, se riesce
lim HY (2) = 0 (29) , VoeC Q).
z2—>2

A differenza di quanto accade nel caso ellittico (si veda [11]), in quello para-

bolico la regolarita di 2, varia, in generale, con l'operatore L. Ad esempio
gli operatori

I o 1 K

_LZ_A—W , TA——W’ a,b>0 , a==¢,
non hanno gli stessi punti regolari (cfr. [4], Teorema 8.1]

Non si pud quindi sperare di trovare uz operatore « campione » per lo

studio della regolaritid nel caso parabolico; tale ruolo pud essere svolto dalla
classe

i a>o0!.

$0==%A_

/o

(1) Lp,e R”XR) & lo spazio delle (classi di) funzioni misurabili su R*XR e tali che

([uu<-,y>;me")ufdy)"“’, se ¢ < o,
+ 00> |u; Ly (R*XR)| =7 R /

supess| # (- ,9);Ls (RY)|  se g = oo
yeR

Ly (R") & lo spazio di Lebesgue delle (classi di) funzioni di g-esima potenza sommabile
su R”, con la consueta norma.
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Infatti, abbiamo provato il segucnte

TEOREMA A. 2,¢ 23 & regolare rispetio ad ogni operatore del tipo (1) se
e s0lo se esso & regolare vispetto ad ogni operatore della classe % .

Il successivo teorema assegna una caratterizzazione della regolarita
rispetto alla classe .

Indichiamo' con K la soluzione fondamentale dell’equazione del calore;
per ogni sottoinsieme compatto F di R”"XR indichiamo con .#*(F) I'insieme
delle misure di Radon non negative col supporto contenuto in F e chiamiamo
capacita di Fla

(2) ©(F)=sup M(R"XR);‘V-Ee/W(F),fK(z~C>du<C>£1,VzeR”><R-

R”xXR

Per ogni 2 €] o, 1] e per ogni %, 2€N indichiamo con Qj; (zy; %) l'insieme

Q2 (505 = Z—(xJOGQ' N <yo—y < ¥ <exp— ”‘;([y—io%<ﬂ*1:;

Ebbene

TEOREMA B. 2(€3Q ¢ regolare rispetto ad ogni operatore della classe %,
se ¢ solo se, per un (e quindi per ogni) \€lo, 1|, risulta

o F(Q ;
3) > G030 =400 , Va>o.

A k—-—/ta

nE=L
Se Q= 0XI & un aperto cilindrico (0 aperto di R*, I intervallo di R) e
20 = (%9 ,¥,) € (20) X1, si pud provare che la (3) ¢ equivalente alla condi-
zione di Wiener per l'operatore di Laplace relativamente al punto g € 20.
Allora:

20 ¢ L—regolare per ogni operatore del tipo (1) se e solo se x, é regolare
(relativamente: ad O) per l'operatore di Laplace.

Di qui, per un risultato di Miller ([7]), segue che la condizione (3) non
assicura la regolarita di g, relativamente alla classe degli operatori parabolici
in forma non divergenza. Condizioni di regolaritd per operatori di questo tipo,
i coefficienti dei quali verificano una condizione di tipo Hélder, sono state
annunciate recentemente da Novrusov ([9]; cfr. anche le [Io], Landis [6].
Murakami [8]).

2. Le dlmostrazioni dei Teoremi A e B compariranno in una Nota di
prossima pubblicazione. .

Qui illustriamo brevemente il procedimento seguito per provare i Teoremi
suddetti, nel caso particolare in cui i coefficienti a; e ¢ dell’'operatore L. sono
identicamenté nulli.

Sia X = R"X ], B[ una striscia contenente Q e sia § la soluzione fonda-
mentale di Lz = o in X. Per quanto provato in [1] esistono delle costanti
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positive v; ed a;,7=1, 2, tali che
@ 1KY —0<i(;0) <K (—10

dove K“ denota la soluzione fondamentale dell’equazione (A/a,~— %— u=o.
Ora, se indichiamo con %, la capacitd definita analogamente alla %,
sostituendo nella (2) K con K (soluzione fondamentale di Aja ——;}—/— , @ >0)
si ha
PROPOSIZIONE 1. Per ogni compatto F CR"XR esiste una costante posi-
tiva ¢ dipendente solo da a, tale che

c1¢(F) <%, (F) <o ).
Di qui, utilizzando il Teorema 1.2 di [5], si deduce immediatamente la
seguente :
PROPOSIZIONE 2. Condizione necessaria affinché zy€ 90Q sia regolare
vispetto ad ogni operatore della classe XLy é che valga la (3).
Sia ora gy = (%y,¥0) € Q ed indichiamo con F,,A€Jo, 1], I'insieme
Fa={z=@,»eQ;|lx—x <A,0<¥—y <A}
e con V, la «soluzione generalizzata del problema di Dirichlet esterno »
Lu=o in FRNX
u[oF, =1, u(x,a) = ujoo=o0.
E noto (cfr. [3]) che 2z, & L-regolare se e solo se V, (20) = 1 per ogni
A€ ]o, 1[. D'altra parte, utilizzando la (4) e la Proposizione 1, con procedi-

menti analoghi a quelli seguiti in [5] (cfr. la dimostrazione del Teorema 2.2)
si prova il seguente

LEMMA. Per ogni operatore L del tipo (1) esistono a,c > 0 tali che,

)
c+ ’

dove %, ¢ la serie che figura nella (3).

Va(zo) =

Vielo,1[ @,

Dimostrazione del Teorema A. La necessitd ¢ banale.

Proviamo la sufficienza. Se 2, & regolare rispetto ad ogni operatore della
classe Z,, in forza della Proposizione 2 vale la (3); allora, per il Lemma,
Vi(g) = 1 per ogni A€Jo, 1[ ed il punto z, ¢ L-regolare.

Dimostrazione del Teorema B. La necessitd ¢ affermata dalla Proposi-
zione 2. La sufficienza ¢ conseguenza del fatto che, se vale la (3), il punto z,
& L-regolare rispetto ad ogni operatore del tipo (1) (cfr. la dimostrazione pre-
cedente) e quindi, in particolare, rispetto ad ogni operatore della classe %, .

__toe
cT (F oo

(2) Conveniamo di porre
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