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Teorìa dei gruppi. —  Théorèmes T  immersion pour certains grou­
pes de L ie-B anach . N ota di A urel B eja n c u , p re se n ta ta (#) dal 
Socio B. S egre .

R iassunto. — U tilizzando la teoria delle forme differenziali a valori in uno spazio 
di Banach, si ottengono delle condizioni necessarie e sufficienti per 1’esistenza di un ’im mer­
sione globale di un gruppo di L ie-B anach semplicemente connesso in un altro analogo gruppo 
assegnato.

Dans la Note présente, nous obtenons, à l ’aide des formes différentielles 
banachiques [1], des conditions nécessaires et suffisantes pour l ’existence 
d ’une immersion globale d ’un groupe de L ie-B anach  dans un autre.

Soient H un groupe de L ie-B anach  connexe, sim plem ent connexe de 
classe C°° modelé par l’espace de Banach F, et G un groupe de L ie-B anach  
modelé p ar E. D ans ce qui suite nous supposons que Ç est un  isomorphisme 
linéaire continu de F  sur un sous-espace fermé dans E, qui a un com plém ent 
direct dans E. Nous désignons par coH (resp. coG) la forme linéaire banachi- 
que invarian te à gauche sur H (resp. G) et par CH (resp. CG) le tenseur de 
structure de H (resp. G) [1]. Soit (U , 9) (resp. (V , ^)) une carte locale dans 
l’unité e e H (resp. ë e G), telle que cp(e) =  o (resp. ty(ë) =  o). Nous allons 
utiliser dans ce qui suit les parties principales des formes coH et ooG dans ces 
cartes.

THÉORÈME i. U  équation différentielle

( 0  l u =  >

est c.i. (complètement intégrable), si et seulement s i , les tenseurs de structure 
vérifient la relation

(2) ^ 0 ( 5 x 5 )  =  ÇoCH.

Démonstration. Supposons que la relation (2) a lieu. En u tilisant l’expres­
sion locale du tenseur de structure d ’un groupe de L ie-B anach  [1], nous 
obtenons

(3) Ç f f )  C y , « g  1 (y > l  (# ))) (“ g 1 ( y , 5 (»))) —

— i f f )  (y > “g 1(y > S(*0)) («g1 O , £(«))) =

=  £ | ( “â r )  (* > “ h1 (* . «)) (“ h1 O  » »)) —

—  ( v )  (X > “ h 1 O  » v)) (wH‘ O  , «))|

(*) Nella seduta del 9 m arzo 1974.
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pour tou t u  , v  e F. En calculant la différentielle Fréchet de la relation

“ G O' , «G* O' - 5(«))) = £(«)
par rapport à y ,  en direction « g 1 O' , 5(F)), nous obtenons

(4) ( y r )  ( y , « g 1 ( y , ? («))) (« ô 1 O' > ? 0 )))  =

=  -  “ g [y , ( ^ —) O' - ? («)) («è1 O' - 5 0)))] •

T enant compte de (4) dans (3), on a:

“ °  ( y  > ( - y )  (y  ’ £ 0 ) )  (“ g 1 O' . 5 («)))j —

-  “g ( j ', (— -) ( y , 5 («)) («g 1 O'. 5 0)))] =

=  ^ { ( f - F ”) (X ’ (X ’ U))  (“ h ‘ (* j &))  

—  ( - J : )  (* - WHX0  - »)) (« h* O  . «))} •

M ais cùG(y) est un autom orphism e linéaire continu de E  et donc:

WG [y  , 5 ((-g—) (x  , «H1^  , u)) t â ( x  , +

3co—̂
+  ( y y )  O' - £(«)) («g1 O' > 50))) -

=  « g  (y  » 5 ( ( - a r )  O . “ h 1 O  »v)) (« h X0  . »)))) +

/ 9&>~l \
+  ( y y J (J ' . 5 0 ) ) ( o)G1(^ ^ 0 ))).

Ensuite, nous rem plaçons dans cette relation u  et v respectivem ent par 
cùh (x  , u) et coH( x , v )  et obtenons:

«G ' h ' 5 ( & ) ( * . < ■ 0 (» )))  +

/ Sw“1 \
+

U j O '»  5 (w H( x ,■ « )))  (“ g 1 U  > 50 > H 0  ,- »)))) =

=*=

1 O3 ■ , V) ( « ) ^  -f-

/ 3co 1 \
+ ( - ) 0 '» S ( « h (* . V))) (“ G1 O ' - 5 ( « h O  :.« ) ) ) ) •
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Si Ton désigne par f ( x , y )  le second m em bre de l’équation différentielle (1), 
il est aisé de voir que

{(If) (x ’ y) W) (*) = “G1 (y , l  ( ( ^ )  (x - v) («))),

{(ff) ’ y) ^  w )}  (&) =

/ ^G 1 \ -1= (- g— ) ( y . £ («h 0 .9)) («g (y > ? («h O , «);)) •

En vertu de ces relations, de (5) on déduit:

{(If + ^  °/(^ - ̂ ) (")) (*0 = {(If + -fr °/(*, j) (9) (*),
c’est-à  dire, nous avons obtenu la condition d ’intégrabilité complète de l’équa­
tion différentielle (1) ([5], p. 107).

Puisque toutes les étapes de cette dém onstration sont réversibles, la 
réciproque est évidente, q.e.d.

Pour un groupe de L ie-B anach  nous avons introduit les formes banachi- 
ques invariantes à droite ( [ i]  , [4]). Soient t h (resp. t g) cette forme et K H 
(resp. K g) le tenseur de structure pour H (resp. G). Nous avons dém ontré [3]:

(6) CH +  K h — o , CG+  K g =  0.

Théorème 2. U  équation différentielle

(7) 4 f  =  t g1(>')0^ o tHW  »

est c.i., si et seulement si, Véquation (1) est c.i.

Démonstration. D ’une m anière analogue à la dém onstration du Théo­
rème ï, on dém ontre que l ’équation (7) est c.i., si et seulement si, on a:

(8) K g o (5x ?) =  Ço K h .

M ais (8) et (2) sont équivalentes, compte tenu de (6), et alors le Théorèm e 1 
démoritre ce théorèm e.

PROPOSITION i. Les équations différentielles (1) et (7) ont une solution 
commune y  =  g  (oc) ayant les conditions initialles ( 0 , 0 ) .

Démonstration. Soit y  =  h(x)  la solution de l ’équation (1) ayan t les con­
ditions initialles (o , o). On sait [1] que coH(o) =  idF cùg (o) =  idB . Donc 
D 0k  =  \.  Soit y  =  k(x)  la solution de l’équation (7) avec k(o)  =  o. Puisque 
t h (o ) — idF et t g (o ) =  idj ï , nous obtenons D 0/é =  Ç. Donc h et k  coinci­
dent sur une voisinage de l ’origine. On désigne par y  — g(x )  leur restriction 
à ce voisinage, et elle est alors la solution commune, q.e.d.

Soient, W  le dom aine de g  et tc (resp. y) la loi de composition du H 
(resp. G).
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P r o p o s i t i o n  2. Pour tout a e W, Vapplication go L a est une solution pour  
réquation  (1).

Démonstration. Pour tou t x  e 9 (U) tel que n (a  , x) e W  on a:

D*0 °L a) =  (*))°£o<ôH(7t(<* , ^))oDx L æ.

M ais coH(_y) =  Dyhy-i  et alors:

V x( g o K ) =  (^))oÇoD„(a>ie) ( L ^ o I ^ ) o D x Ls =

=  “ gX((^ oLJ  (*)M °coH(V). ÿ’.é?.*/.

Pour W  il existe une boule S centrée en origine, telle que 

7i (x  , y)  e W  V r , _y e S.

La solution y \  =  g ° L a a les conditions initiales (o ,g (a )) .  Pour tout x e S ,  
on a\

D*(Lg{a) °g) =  D^*) L^(a) o D xg .

Nous avons m ontré [1 ]:

D,(*)L,W =  ^ ( C W * )  (x)) o <aG(g(x))

et alors:

D * (L ^ )  o^) =  Wq1 ((L^a) og) (%)) o Ç o CÙH (x) ,

c’est-à -d ire , y 2 — o ̂  est une autre solution pour (1) ayan t les mêmes
conditions initiales (p ,g{a j ) .  Donc y 1 et y 2 coïncident sur S, c’e s t-à -d ire  
nous avons dém ontré la

PROPOSITION 3. I l  existe une boule S centrée en origine, telle que

g (K (a  ,x ) )  =  y ( g (a )  , g (x ) )  Va , x  6 S.

Donc h =  O^o^ocp est un hom om orphisme local de H dans G. M ais H
est un groupe topologique connexe, localement connexe, sim plem ent connexe 
et alors h possède une extension/  continue et unique ([8], p. 135). B. M aissen 
a dém ontré que chaque hom om orphism e continu entre deux groupes de 
L ie-B anach  est analitique [7]. Donc /  est un hom om orphism e de groupes 
de L ie-B anach.

D É FIN IT IO N . U ne C°°-application /  : H - > G ,  s’appelle hom -im m ersion 
de H dans G, si et seulem ent si, on a i e s  conditions suivantes:

1) /  est un hom om orphism e de groupes de L ie-B anach  [7].
2) /  est une im m ersion de la variété H dans G ([6], p. 20).

PROPOSITION 4 . S i  / ’équation différentielle (1) est c.i. alors i l  existe une 
hom—immersion unique del H dans G.
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Démonstration. Nous avons vu que /  est un hom om orphism e de H dans 
G. Il rest de m ontrer que /  est une immersion. H est connexe et donc pour 
tou t x  e H  on a:

x =  k (xi , n(x2 7c(xn̂ i , x„) x,-€tp~1(S) ( i  g  i  ^  n)

f(x)  == Y ( / ( * i )  » Y ( / ( * 2 )  > • • Y ( / 0 * - i  . *„)) . ' • O)-

M ais /|<p-i(S) =  h, honc:

(9) / ( * )  =  Y O1 ixi) , y(A(xt),-- •> y(à(xn-i) , k(xn)) ,•■ -, ) ) .

Si nous désignons M =  (cp-i(S)) il est clair que:

/ | M =  L Y ... Mh(.xn_t) , ( k ( x . ■.,) » h o PU t^, ... ■ ■ )]_1

Puisque g  est une solution de l ’équation (i), il est aisé de voir que h  est une 
im mersion sur L n(xx,-.-,n(xn_z,xn_1),--.)(M). Les translations à gauche sur un 
groupe de L ie-B anach  sont des différomorphismes et donc / | M est une im ­
mersion dans x. L ’unicité est évidente de (9). q.e.d.

P ro p o s i t io n  5- N? f :  H -> G  est une hom—immersion, alors i l  existe un  
isomorphisme linéaire continu E. de F sur un sous-espace fe rm é  dans E, qui 
a un  complément direct dans E et l'équation (1) est c.i.

Démonstration. Si h  — °<p, E, =  D 0 h, ayan t en vue que f  est une
immersion, la prem ière partie  de la proposition est évident. On sait que:

“ g ( / (x )) ° T X f  =  T x (L/(ar-i) o/ )  V„r e H.

M ais o f  = / o  L*-i, d ’où:

®g ( / W ) » T , / = T , ( / oL ^ ) .

Nous avons donc obtenu:

T . /  0 «H (x) =  « G i f  (x)) o Tx f .

E n écrivant cette relation dans deux cartes locales en e e H et ê e G, nous 
obtenons:

( i° )  D 0 h((ùH(x  , u)) =  cùc (h(x)  , Dx h(uj ) Vu  e F.

On calcule la différentielle Fréchet de (10) par rapport à ~ x,  en direction v 
et on a:

Do h j ( ^ )  ( x , u) (*)} =  ( - ^ )  (h (x) , Dx h(u))  (D* h (v)) +

+  o>G(h(x) , T>lh(u , v)).

Cette dernière relation, tenan t compte que Dxk e LJ (F ; E) [6], im plique

D°h ((~âr) (x ’ u) (p) ~  ( 'S 1) ix * *0 («)) =

( 3wr \ t d co \
-^ r) ih ix) - D* h («)) (D , h (*0) — (fff) ih ix ') , Dx h (v)) (D , h (u)).
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Si nous posons x  =  e dans cette relation, il résulte

? ( f i r )  ’ *0 w  ~  ( ï r )  ’ *o («)) =

=  ( - ^ )  C > *(«)) (SCO) -  (— ) ( ê , Ç (tO) (Ç(«)) •

En tenent com pte de l’expression de tenseur de structure C [1] nous obtenons: 

? (CH (ff ) v)) — CG ( f  («) , £ (^)) , v 6 F ,

c’est-à -d ire , l ’équation (1) est c.i.
Des Théorèm es 1, 2 et des Propositions 4, 5 on déduit le

THÉORÈME 3. Un groupe de L ie—Banach  H  connexe, sim plem ent connexe, 
possède une hom -im m ersion globale dans G si, et seulement si, une des conditions 
suivantes est vérifiée.

1) P équation différentielle (1) est c.i.,
2) les tenseurs de structure CH et CG satisfont (2),
3) P équation différentielle (7) est c.i„
4) les tenseurs de structure K H et KG vérifient (8).
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