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Teoria dei gruppi. — 7/éorémes d'immersion pour certains grou-
pes de [Lie-Banach. Nota di AUreL Bejancu, presentata @ dal
Socio B. SEGRE.

RiassuntTo. — Utilizzando la teoria delle forme differenziali a valori in uno spazio
di Banach, si ottengono delle condizioni necessarie e sufficienti per Desistenza di un’immer-
sione globale di un gruppo di Lie-Banach semplicemente connesso in un altro analogo gruppo
assegnato.

Dans la Note présente, nous obtenons, 3 ’aide des formes différentielles
banachiques [1], des conditions nécessaires et suffisantes pour I’existence
d’'une immersion globale d’un groupe de Lie-Banach dans un autre.

Soient H un groupe de Lie-Banach connexe, simplement connexe de
classe C* modelé par I’espace de Banach F, et G un groupe de Lie-Banach
modelé par E. Dans ce qui suite nous supposons que £ est un isomorphisme
linéaire continu de F sur un sous—espace fermé dans E, qui a un complément
direct dans E. Nous désignons par wy (resp. wg) la forme linéaire banachi-
que invariante 4 gauche sur H (resp. G) et par Cy (resp. Cg) le tenseur de
structure de H (resp. G) [1]. Soit (U, ¢) (resp. (V, ¢§)) une carte locale dans
I'unité ¢ € H (resp. 2 €G), telle que ¢(e) = o (resp. ¥(¢) = 0). Nous allons
utiliser dans ce qui suit les parties principales des formes wy et wg dans ces
cartes.

THEOREME 1. L’égquation différentielle

O L= 05" 0)otoan(),

est c.i. (complétement intégrable), si et seulement si, les temseurs de structure
vérifient la relation

(2 Ceo(EXE) = E0Cy.

Démonstration. Supposons que la relation (2) a lieu. En utilisant I’expres-
sion locale du tenseur de structure d'un groupe de Lie-Banach [1], nous
obtenons

© (50) 0 05" BN (@5 v, E o) —
—(55) (05 (v, @) (03, E )
— &{( ) r ot e, ) (o' (2 ) —

- (3%”5) (x, o (x,2)) (o' (x, u)

(*) Nella seduta del 9 marzo 1974.
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pbur tout #,v € F. En calculant la différentielle Fréchet de la relation
(‘)G<y ’ w(;l(.y ) E«(u))) = ‘E(u)

par rapport & y, en direction wg'(y, £(2)), nous obtenons
o0
@ (55) 0 96", ) (05" (7, E@) =

=g, (i‘;y‘) CIOICHCRIOIE

Tenant compte de (4) dans (3), on a:

oc(r, (5 )0 e 03, £ @) —

— oy, (337) (7,860 (05" (v, £ @) | =

dw, _ a
- E{( ox )(x ’ mHl(x » %)) ("‘)H1<x »0)) —
dw,, _ _
— (—Qx—) G, o' (x, 9) (05" (v, )
Mais g (¥) est un automorphisme linéaire continu de E et donc:

oo (7.2 (("02) e, e, ) (o e, ) +

e

+( )0 8@ 031 B =

—1
G

= g (y , E((%) (x, 05 (x,9) (of (x, u)))) -+

+ ( o )<y LE@) (03 (v, E@)).

Ensuite, nous remplagons dans cette relation # et v respectivement par
wy(x,2) et wy(x,v) et obtenons:

) ot (2 () @) +
+ (9507) O Eonlr, ) @3 (7, Eon, 2)) —
= a5 (v, 5 ((5) v ) () +

+ ()0 & onr, 0 035, Bt ).
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Si P'on désigne par f(x, y) le second membre de I'équation différentielle (1),
il est aisé de voir que

((5) ) @] @) = 05" (v, i(( ") o) (),
(L)e.» e, w)e =

E (3‘57) (7, Eon(, ) (05" (v , E e (&, 1))

/

En vertu de ces relations, de (5) on déduit:

(G5 s ) @) 0 = {5+

Lot y) @)W,
c’est-a dire, nous avons obtenu la condition d’intégrabilité compléte de I’équa-
tion différentielle (1) ([5], p. 107).

Puisque toutes les étapes de cette démonstration sont réversibles, la
réciproque est évidente. g.e.d.

Pour un groupe de Lie-Banach nous avons introduit les formes banachi-
ques invariantes a droite ([1], [4]).- Soient 7y (resp. 7g) cette forme et Ky
(resp. K¢) le tenseur de structure pour H (resp. G). Nous avons démontré [3]:

6) CyutKy=o0 , Cet Kg=o.

THEOREME 2. 'éguation différenticlle
d -
© L= (e Eemy(®),

est c.i., si et seulement si, ['équation (1) est c.i.

Démonstration. D’une maniére analogue & la démonstration du Théo-
réme I, on démontre que l'équation (7) est c.i., si et seulement si, on a:

®) Kgo(EXE) =&0 Ky.

Mais (8) et (2) sont équivalentes, compte tenu de (6), et alors le Théoréme 1
démontre ce théoréme.

PROPOSITION 1. Les édquations différentielles (1) et (7) ont une solution
commune y = g(x) ayant les conditions initialles (o, o).

Démonstration. Soit y = % (x) la solution de I’équation (1) ayant les con-
ditions initialles (0, 0). On sait [1] que ©y(0) = idg wg(0) = idg. Donc
Do% = E. Soit y = £(x) la solution de 1’équation (7) avec £(0) = o. Puisque
Ty (0) = idg et 73 (0) = idg, nous obtenons Dy = E. Donc /% et % coinci-
dent sur une voisinage de l'origine. On désigne par y = g(x) leur restriction
a ce voisinage, et elle est alors la solution commune. g¢.e.d.

Soient, W le domaine de g et ™ (resp.y) la loi de composition du H
(resp. G).
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PROPOSITION 2. Pour tout a € W, lapplication gol, est une solution pour
léquation (1).

Démonstration. Pour tout x € ¢ (U) tel que n(a,x)e W on a:
D, (goLy) = oG’ ((goLs) (#)oEown (7 (@, 2))oD, L.
Mais wy(y) = D, L~ et alors:
D, (goLy) = g’ ((8°Ls) ())oEe Dren (Lo Le)oD, L, =
= ag (goL,) ())oEowy(x).  g.ed.
Pour W il existe une boule S centrée en origine, telle que

n(x,y) €W Vx,y€S.

La solution y; = goL, a les conditions initiales (0, g(a)). Pour tout x €S,
on a:

D, (Ls@eg) = Doy Ly@o D, g
Nous avons montré [1]:

Dy Ley = 06" (Lot 08) (1)) 0 06 (g (%))

et alors:
D, Lywo8) = 05 (Lewog) (@) o Eo oy (x),

c’est—a—dire, y, = L,,og est une autre solution pour (1) ayant les mémes
conditions initiales (o, g(@)). Donc y; et y, coincident sur S, c’est-a—dire
nous avons démontré la

PROPOSITION 3. [/ existe une boule S centrée en origine, telle que
grm(a, ) =v(g(@),g(x) Va,xeS.

Donc %2 = ®logop est un homomorphisme local de H dans G. Mais H
est un groupe topologique connexe, localement connexe, simplement connexe
et alors % posséde une extension f continue et unique ([8], p. 135). B. Maissen
a démontré que chaque homomorphisme continu entre deux groupes de

Lie-Banach ‘est analitique [7]. Donc f est un homomorphisme de groupes
de Lie-Banach.

DEFINITION. Une C%®-application f:H — G, s’appelle hom-immersion
de H dans G, si et seulement si, on a les conditions suivantes:

1) f est un homomorphisme de gfoupes de Lie-Banach [7].

2) f est une immersion de la variété H dans G ([6], p. 20).

PROPOSITION 4. Si [’dquation différentielle (1) est c.i. alors il existe une
hom—immersion unique del H dans G.
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Démonstration. Nous avons vu que f est un homomorphisme de H dans
G. Il rest de montrer que f est une immersion. H est connexe et donc pour
tout x € H on a:

r=m(ry, (e, T E1, %) 00, ) 2 €97HS) (1=i< %)
F@=y(f ), y(f @), vy (f @, ) 5 ).

Mais fio-1s) = %, honc:

©) F@ =v@), Y@, Yl (Famr) () -, ).

Si nous désignons M = L. n(e, pe, ) (@71(S)) il est clair que:

-1

g O R VTR N WEPR LY 0 | Do SRS

Puisque g est une solution de I’équation (1), il est aisé de voir que % est une
immersion sur L, ..., n@, 5, ). on. Les translations & gauche sur un
groupe de Lie-Banach sont des différomorphismes et donc fv est une im-
mersion dans x. L’unicité est évidente de (9). g.ed.

PROPOSITION 5. S7 f:H — G est une hom—immersion, alors il existe un
isomorphisme linéaive continu & de ¥ sur un sous—espace fermé dans B, qui

7

a un complément dirvect dans B et I'équation (1) est c.i.

Démonstration. Si h={ " ofoq, £ =Dy 4k, ayant en vue que f est une
immersion, la premiére partie de la proposition est évident. On sait que:

o (f(#®)oTe f = To(Lyeyof)  VxeH.
Mais Lyuyo f = foL,, d’ot:
oc(f(#) o T, f=To(foLs).
Nous avons donc obtenu:
T.fowp(®) = og(f(x) o T, /.

En écrivant cette relation dans deux cartes locales en ¢ € H et &€ G, nous
obtenons:

(10) Dy 2(og(x, u)) = wc(h(x), D, k() Vu € F.

On calcule la différentielle Fréchet de (10) par rapport & x, en direction v
et on a:

dw, dw,
Do % ((5) (. ) @) = (57) # (), Da k) (D, 5@) +
+ og(h(x), D2k (u , ).
Cette derniére relation, tenant cbmpte que D22 € Ly(F ; E) [6], implique
dw,, dw,
Do (o) G, ) @) — () (x, 2) ()] =

dw
Yy

= (52) (), Do) . ) — (o) (h(x) , DL A0 (. AW
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Si nous posons x = ¢ dans cette relation, il résulte

£ %) () @) — (o) e o) () —
=(3) ¢ s e — (5) ¢ 0 G,

En tenent compte de 'expression de tenseur de structure C [1] nous obtenons:
ECx(n,v) =CeE(w),E(®) Vu,v€F,

c’est—a—dire, 1’équation (1) est c.i.
Des Théoremes 1, 2 et des Propositions 4, 5 on déduit le

THEOREME 3. Un groupe de Lie—Banach H connexe, simplement connexe,
posséde une hom—immersion globale dans G si, et seulement si, une des conditions
sutvanies est vérifide.

1) léquation différentielle (1) est c.i.,

2) les tenseurs de structure Cy et Cg satisfont (2),
3) léquation différenticlle (7) est c.z,,

4) les tenseurs de structure Ky et Kg vérifient (8).
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