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Geometrie finite. — Ovali nei piani di Hall dì ordine dispari. 
N ota di G abriele K orchmaros, presentata (*> dal Socio B. S egre .

Summary. — A class of ovals is constructed in any Hall plane of odd order.

E ben noto che ogni ovale di un piano di Galois d ’ordine dispari è una 
conica [io]. E  anche nota l’esistenza di ovali nei piani sui quasicorpi com m u­
tativ i finiti (ovali di W agner) [13], di ovali diverse dalle coniche nei piani di 
Galois d ’ordine pari (ovali di B. Segre) [11], nonché di ovali nei piani diL iine- 
burg (ovali di Lüneburg) [6], nei piani di Hughes (ovali di H u g h es-Room) [2], 
[3 ]> [8], nel piano sopra un quasicorpo associativo d ’ordine 9 (ovali di R od­
riguez) [3], [8], in un piano di A ndré sopra un quasicorpo associativo regolare 
d ordine q*, con q dispari [9], in un piano di M oulton Ü) sopra un quasicorpo 
non associativo e non distributivo di A ndré d ’ordine q2, con q dispari [5].

Nella presente N ota verrà costruita una classe di ovali nei piani di Hall 
d ’ordine dispari.

i .  In questo paragrafo si dim ostrano due teoremi validi nei piani di 
Galois d ’ordine dispari che ci serviranno per il seguito.

Per cominciare enunciam o una proprietà del piano euclideo riferita alle 
intersezioni dei lati di un triangolo inscritto in una conica irriducibile ed una 
re tta  non passante per nessuno dei vertici di tale triangolo. La proprietà con­
siste nel fatto che dei tre punti comuni, o tu tti risultano esterni alla conica, 
oppure due di essi sono interni ed uno è esterno <2>. Questa proprietà continua 
a m antenere la p ropria validità anche nei piani di Galois d ’ordine dispari. 
Passiam o ad enunciarla in quest’ultim o caso:

Sia £2 una conica irriducibile in un piano di Galois P, d ’ordine dispari. 
I punti di P non situati su £2 risultano classificati in punti esterni od interni 
rispetto ad £2, secondoché per essi passa o non passa qualche tangente ad £2. 
Consideriamo il triangolo ABC, inscritto in £2, ed una re tta  1, non passante 
per nessuno dei vertici di ABC, sicché:

A* =  BC n  i , B* =  A C n i  , C* =  AB n  1 

risultano univocam ente determ inati.

TEOREMA i . Per A*, B*, C*, si presentano soltanto due possibilità', o tutti 
t tre punti risultano esterni, oppure uno è esterno e g li altri sono interni.

(*) Nella ‘seduta del 9 marzo 1974.
(1) Un piano di Moulton sopra un quasicorpo finito viene definito come il «shears 

piane» di un piano di André sopra lo stesso quasicorpo ([1], pp. 136).
(2) Proprietà nota anche come assioma di Pasch.
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Dimostrazione. Si assum a ABC come triangolo fondam entale delle coor­
dinate (x± , :r2 , x 3) in P; disponendo ancora del punto unità, l ’equazione di 
Q riducesi alla:

(1) f ( x )  =  x  ±x 2 +  x 2x 3 +  x 3 x ± =  o .

Allora le coordinate dei punti A*, B*, C* sono ordinatam ente del tipo (0 ,1 , — a), 
(■— b } o , 1), (1 , ■— x  , ó) con abc o e la condizione di allineam ento di tali 
punti è:

(2) abc =  i .

D ’altro canto, in virtù  di un teorem a di B. Segre ([12], ultim o teorem a del 
n. 6), A* risulta esterno o interno a Q secondoché — /(A * )  =  a è o no un 
quadrato, e del pari per B* e C*. Il Teorem a 1 segue così senz’altro da (2).

Indichi ora A  un piano affine d ’ordine q2, con q dispari sopra G F (q2) =  K. 
Poiché K ha un sottocam po L  d ’ordine q, A  contiene un sottopiano di Baer, 
costruito sopra L, che verrà indicato con B. Denoterem o con F l ’insieme delle 
coniche, aventi equazione del tipo — ry2 =  s, con s e K  , s non quadrato, 
e T 6 L.

TEOREMA 2. I  p u n ti im propri d i B , non appartenenti ad  una conica £2 d i 
F, risultano interni rispetto ad  essa.

Dimostrazione. Nessuna re tta  parallela all’asse y  può essere tangente ad 
Q, poiché l’equazione (1 — t )  y 2 s =  o non am m ette soluzioni in K. Ogni 
altra  re tta  ha equazione del tipo y  =  m x +  b ( m e L  , b e K ) .  Per conseguenza 
essa risulta tangente -  m a non asintoto -  di D se e soltanto se:

(3) x 2 — T (mx  T  d f  —  s —  x 2 ( i ■— m 2) —  2 mb —  b2 =  o

ha una sola soluzione. Però, tenendo conto del fatto che sia i — m 2, sia —  i 
sono elementi quadrati, m entre s non è quadrato  in K, il discrim inante di 
(3): (b2 +  s (1 —  Tm2)) risu lta sempre diverso da o. Resta così provato per 
assurdo l’asserto.

2, Osserviam o anzitu tto  che da un teorem a di Ostrom  ([7], [1], p. 224) 
si ricava in particolare che, conservando le notazioni introdotte alla fine del 
n. i, i punti im propri di B costituiscono un insieme di derivazione X, relativo 
ad A.

Osserviam o poi che in un piano affine SS, ottenuto da un piano S m ediante 
derivazione, affinché tre punti A  , B , C non allineati in S risultino allineati 
in SS occorre e basta che i punti im propri delle rette AB, BC, CA appartengano 
all’insieme di derivazione ([1], pp. 223, [4], pp. 239-248).

A pplicando l ’ultim a osservazione ed i Teoremi 1 e 2, si deduce che i punti 
propri di una conica Q di F continuano ad essere a tre a tre non allineati anche 
in SA> — piano derivato di A  m ediante X. Infatti, se tu tti i lati di un triangolo 
inscritto in Q avessero intersezione con X, la re tta  im propria di A conterrebbe 
tre  punti interni ad una conica e giacenti sui lati di un triangolo inscritto in 
essa, in contraddizione col Teorem a 1.
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Sappiam o inoltre che A  e SA hanno lo stesso gruppo di traslazione ([1], 
pp. 224). Ne segue senz’altro l ’esistenza di due punti im propri di SA -  dicansi 
essi U  e V — tali che l’insieme

o - o u u u v  (Q € r)
risulta u n ’ovale nel piano proiettivo corrispondente a SA. Così abbiam o 
stabilito che

TEOREMA 3. N et p ian i ottenibili dai p ian i d i Galois mediante derivazione 
esistono sempre delle ovali.

Poiché ogni piano di H all è ottenibile da un piano di Galois m ediante 
derivazione ([1], pp. 234), ne discende il risultato desiderato.
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