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Algebra. — Una formula di riduzione per la serie di Betti-
Poincaré in anelli locali intersezione completa . Nota di Franco
GHIONE, presentata @ dal Socio B. SEGRE.

RESUME. — On démontre la rationalité de la série de Betti—Poincaré, dans le cas
d’anneaux du type R/y*R, ou (R, n) est un anneau local intersection compléte et y un
élement dans m tel que Ann(y)= Ann(y?).

INTRODUZIONE

Denotiamo con (R, m) un anello locale e con 2= R/ il suo campo resi-
duo. Se M ¢ un R-modulo di tipo finito, si consideri la serie formale di
potenze

Pr (M) =§0 dimy (Tory (M, &) £

Devesi a Serre e Kaplanski la congettura che la serie Betti-Poincaré Py (£)
sia una funzione razionale per ogni anello locale R. Questa congettura &
stata dimostrata in alcuni casi particolari: anelli regolari [5], intersezioni
complete [7], anelli di Gérenstein di dimensione di immersione 3 [8], e
altri ancora [6].

In questa Nota il risultato principale ¢ la dimostrazione della raziona-
litd della serie di Betti-Poincaré per un anello locale del tipo R/y®R, dove
R ¢ un anello intersezione completa e ¥ un elemento nel massimale di R
tale che Ann(y) = Ann(y?).

Si da in ultimo un esempio di particolare interesse legato alla «rap-
presentazione primbasis» di un ideale.

Per i fini suddetti si utilizzano le operazioni di Massey definite per algebre
graduate, differenziali e quasi commutative. Queste tecniche sono state impie-
gate in algebra omologica locale, per la prima volta da Golod [1], poi da
Shamash [6] e da Gulliksen [2] a cui noi ci riferiremo in particolare.

1. OPERAZIONI DI MASSEY SU DI UNA R-ALGEBRA

Il termine « R-algebra » & inteso nel senso di Tate [7], designa cio¢ un’al-
gebra associativa su R graduata, quasi commutativa e differenziale. Nello
stesso modo, i morfismi di R-algebre, andranno intesi nel senso di Tate.

(*) 11 presente lavoro & stato redatto mentre I’Autore fruiva di una borsa di studio del
Centro Linceo Interdisciplinare di Scienze matematiche e loro Applicazioni.
(**) Nella seduta del 9 marzo 1974.
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Per R-algebra aumentata, intenderemo una R-algebra F con una aumenta-
zione suriettiva F— 4. Z (F) indichera allora il nucleo del morfismo indotto
Z(F)—>4k e 3 (F) indicherd analogamente il nucleo del morfismo indotto
H(F) —£.

Sia F una R-algebra. Definiamo induttivamente delle operazioni ennarie
v sui cicli di F chiamate operazioni di Massey. '

Per n=1. Sia z un ciclo omogeneo di F, definiamo allora
Y@ =z2.

Per n=12. Siano z;, 2, cicli omogenei di F di gradi 7,7y, rispettiva-
mente. Consideriamo il ciclo

¥y (51, 8)=(— 1)"“31 2y -

Se y (21,22 ¢ un bordo, definiamo ¥ (2;,2;) come un arbitrario elemento
di grado 7| 475+ 1 tale che

dy (Zl y82) =y (31, %) .

Se v (2, 23) non & un bordo, diciamo che ¥ (z;, ;) non & definito.

Per n=3. Siano z,4y,%; tre cicli omogenei di F di gradi »,,7y,73,
rispettivamente. Supponiamo che sia definito v (z;,2;) e v (25, 23). Conside-
riamo il ciclo

Yo, 22, 2) =(—1"""y(z)y <3z v2) + (— 1)y (2, 29) ¥ (25) -

Se ¥ (21,23,23) ¢ un bordo, definiamo ¥ (2,23, #3) come un arbitrario ele-
mento di F di grado »; 4 7, + 73 + 2 tale che

dY(31,32,23>=}/(2’1 932;Z3> .

Se ¥ (2,,%5,23) non & un bordo, diciamo che ¥ (2, 25,23 non & definito.

, In generale si procede snduttivamente. Siano 2,25, - -, 2, # cicli omogenei
di F di gradi »,,7y,- -+, 7, rispettivamente. Supponiamo che le y (2, ,- - -, 2
siano definite per ogni sottoinsieme proprio {#;,---,7,} di {1,2, -, %}

Possiamo allora considerare il ciclo

n—1
y(zly o ’3n)=§<— I)[l’z]'Y(zl ’."';zi)Y<3i+1 ,"',3’,,)

dove [1,d] =7+ 7+ --+7;+ 4 Sey(z, -, 2,) &un bordo, definiamo
Y (2 - -+, 2,) come un arbitrario elemento di F di grado »; +---+7,+7%—1
tale che

dY('Zl ,"',3,,)=y(31,"',2',,)~

Se y (21, -+, 2, non & un bordo, diciamo che y(z,---,2,) non & definito.
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OSSERVAZIONE I. Se y (2, -+, 2,) ¢ definito e se 2 ¢ un bordo, allora

anche y (2,2, -+, 2, ¢ definito.
OSSERVAZIONE II. Se 2z e 2’ sono due cicli omologhi, allora y(z,2;, -, 2,)
¢ definito se e solo se v (¢, 2, -+, 2,) ¢ definito.

OSSERVAZIONE III. Se z e 2’ sono cicli omogenei dello stesso grado e se
y(z,21,--,2,) € v(&,2, -+, 2,) sono definiti, allora ¢& definito anche

y(z+2,21,--,2)ey(z,2, -, 5,) per ogni » € R.

DEFINIZIONE. Diciamo che la R-algebra F ha le operazioni di Massey
banali se, per ogni interopositivo # e per ogni n-upla 2y, 2, -+, &, di cicli
omogenei di F, vy (z,--, 2, ¢ definito.

PROPOSIZIONE 1. Sia F una R-algebra. F ha le operazioni di Massey banali
se e soltanto se esiste um sistema S={z;}, . di cicli omogenei di ¥ tali che:

a) le classi di omologia {cl(z,)}, , generano H (F) come R-modulo;
b) le operazioni di Massey sono definite per ogni sistema jfinito di ele-

menti di S.

Questa proposizione & una conseguenza immediata delle precedenti osser-
vazioni.

Un insieme di cicli omogenei S che verifica la condizione (a) sara chiamato
un insieme di cicli rappresentante (per H (F)).

Le considerazioni fatte si estendono immediatamente al caso di R-algebre
aumentate, prendendo i cicli dell'ideale di aumentazione Z (F). In questo
caso S sara chiamato un insieme di cicli rappresentante per H (F).

Le operazioni di Massey, introdotte da Massey [4] in topologia algebrica,
hanno importanza in algebra omologica locale per un teorema dovuto a Go-
lod [1] che ora citiamo sulla forma piu generale considerata da Gulliksen.

Sia F una R-algebra aumentata formata da R-moduli liberi. Sia

N=@®N, un R-modulo libero graduato tale che ciascuna componente N,
=1

sia libera e di rango uguale alla dim, I:Iﬁ_l (F) ®g 4. Sia infine T (N) I'algebra
graduata tensoriale su N. Con queste notazioni, sussiste il seguente:

TEOREMA 2. Sia F una R—algebra aumentata, formata da R—-moduli liber:
e con operazioni di Massey banali. Allora I'R-modulo graduato X =F @ T (N)
ammette un differenziale che estende il differenziale di F. In questo modo, X
risulta una risoluzione libera di k con R—moduli. Inoltre, se ¥ ¢ minimale
(B (F)CmF) e se ImyCwF, allora X ¢ una risoluzione minimale di k.

Per la dimostrazione, ved. [2]. :

Iil caso considerato da Golod & quello in cui F=R<(T;,---,T,;dT,;=%)
¢ il complesso di Koszul su un sistema # ,---,#, di generatori minimali
di m. Si dice allora che R & un anello di Golod se il complesso di Koszul
considerato F ha operazioni di Massey banali.
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Esempi di anelli di Golod sono: 'anello
'é[Xl yT Ty Xn]/<Xl ""’Xn>d (Vedi [I])
e anche l'anello

Xy, X,]/(F; Fy)

se (F;, Fy) ¢ contenuto nel quadrato del massimale e F; , Fy, non formano una
successione regolare (vedi [6]).

Per gli anelli di Golod si pud calcolare la serie di Betti—Poincaré. Infatti,
sia R un anello di Golod ed F il complesso di Koszul considerato precedente-
mente. X=F®;T(N) risulterd allora una risoluzione minimale di 4 con
R-moduli liberi. N & I’'R—modulo graduato dato da

N=No®@Ns®- - ®N,y1,

dove N, & un R-modulo libero di rango ¢,_; = dim, Iflp_l (F).
Indicando con X () la serie di Poincaré di un modulo graduato, cio¢
la serie formale di potenze

1 O=2Op,
si ha allora
Pr(®) = x (F) -2 (T(N)) = (1 + &)"/[1 — x (N)]
e in definitiva

PR('é>= (I + t>”/[1 — [2 — (g t3—. ce—c, fn+1] ,

dove 7= dim; m/m?, ¢,= dim, g H,(F) e F ¢ il complesso di Koszul su di un
insieme minimale di generatori di m.

L’avere una R-algebra operazioni di Massey banali, ¢ un invariante
nel senso precisato dalla seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 3. Siano F ¢ F' due R—algeére aumentate ¢ sia ¢ : F—F'
un morfismo di R—algebre tale che o, : H(F)—>H(F’) sta un isomorfismo.
Allora ¥ ha operazioni di Massey 6¢malz se e solo se ¥' ha operazioni di
Massey banali.

Dimostrazione. Se F ha operazioni di Massey banali, allora & immediato
vedere che anche F’ ha operazioni di Massey banali. Viceversa, supponiamo
che F’ abbla operazioni di Massey banali e facciamo vedere che esistono insiemi
di cicli rappresentanti

S={z;},, ., S={z},

rispettivaménte per 3 (F) e a (F"), tali che vy (2, -, 2,) e y(s1, -, 2,) pos-
sono essere definiti in modo che sia

CPY(zl:""2n>=Y<g]'.)"':z;z>
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All'uopo procediamo per induzione su .

Fissiamo un insieme di cicli rappresentante S= {2}, per ﬁ(F), po-
niamo z;=q(z;). Per lipotesi fatta su ¢, sard allora S'={z},q un
insieme di cicli rappresentanti per ﬁ(F’) Essendo ora y(¢) =2, la proposi-
zione risulta dimostrata per 7 == 1.

Induttivamente, sia
n—1 1.4]
.2
y(gl P "3n)=-21<_— I>[ Y(zl )t ) Y (@ig1, - e
~

applicando la ¢ si trova, per lipotesi induttiva:

n—1
oy (e, °,3n)=§(—- DMy (o, 8D Y (Eir oo, 20)

e questo ¢ un bordo essendo le operazioni di Massey banali in F’. Poniamo
allora @y (2;,--+,2,)=d¥ (s1,---,2). Si ha

Py (Cl (¥ (215, 8,)) =0

talché, essendo ¢, un isomorfismo, ¥ (2, ,- - -, 2,) risulterd pure un bordo. Sia
quindi y (2, -+, 2,)=dY (s, -+, 2,), onde Y@, e — Y (a1, 2,)
¢ un ciclo in F'. Esistera allora un ciclo in F, sia esso s, e un bordo in F/,
sia esso ds’ tali che

¢ (5)27(31 P "3';)_@?<21 P ',Z,,) + ds’.
Posto in ultimo

Y@L, a) =Y, +ds , vy, 5)=Y(, - 8)+s

ne consegue l’asserto.

2. UNA FORMULA DI RIDUZIONE PER LA SERIE DI BETTI-POINCARE

PROPOSIZIONE 4. Siz (R,m) un anello locale ¢ y€m un elemento tale
che Ann(y) = Ann(s?). Si ha allora che

Tor; (%, RlyR) = Tor, (£, Ry R)
per ogni p >0 e per ogni intero ¢t = 1.

Dimostrazione. Poich¢ Ann(y) =Ann(y2), si ha per ogni intero ¢#>1
Ann(y) = Ann(y*). Consideriamo ora le successioni esatte

0—> Ann(y) —>R-Z>R—>Rjy!R —>o0.
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Otteniamo
Tory (%, R/yR) =< Tor,_3 (&, Ann()) = Tory 3 (%, Ann(y) = Tory (4, R/y*R)

per ogni p > 2. Essendo Ann(y)C m (il caso Ann(y) =R & banale) e y € m,
si ha Tory (£,R[yR) == £ =~ Tory (£,R[y*R). Per Tor, non ci sono difficolta.

TEOREMA 5. Sia (R,wm) wun anello locale ¢ y€m un elemento tale che
Ann(y) = Ann(y?). Si ka allora che

Prjpr (£) =Pr (&)/[1 — 2 (Pr (R[¥R) —1)] .

Dimostragione. Sia F una R-algebra che sia una risoluzione di 4 con
R-moduli liberi. Vogliamo mostrare che F'=F/y®F ha operazioni di Massey
banali. Sia 2’ un ciclo omogeneo di grado positivo di F’ e sia 2z un ele-
mento di F la cui immagine in F’ sia #'. Sara allora dz=3%x ¢ quindi
4?’dr=o0 da cui ydr=o0 essendo Ann(y) = Ann(»%). Sia Y un elemento
di F tale che dY =y. Si ottiene allora cl (¢) =cl (y¥'x") dove Y’ e #' indi-
cano le classi di Y e x in F'. Posso allora trovare un insieme S di cicli
rappresentanti per A (F"), della forma S= {z, =9Y'x; }iar . Le operazioni di
Massey in F’ sono allora banali poiché (Y/)?= o0 essendo Y un elemento di
grado uno. Precisamente possiamo definire

Y1, ,2) =0 per 7 >2
(1) N
: Y(&) == per n=1.
Per il Teorema 2 allora X =F'®@ T(N) & una risoluzione di #Z con
R'-moduli liberi, dove con R’ indichiamo I'anello R’=R/y*R. N sard un
R’—modulo libero e graduato tale che

7g (N,) = dim, Iflj,_l (F") = dim, Ifll,_l (F®R') = dim, Tory; (%#,R’)

per p =2, ¢ Ny,=o0 per p < 1.
Le (1), poich¢ ¥y €m, ci assicurano anche la minimalitad della risolu-
zione X. Applicando allora la Prop. 4, si ha la formula cercata.

COROLLARIO 6. Stz (R,w) un anello locale intersezione completa, y € m
un elemento tale che Ann(y)= Ann( yz), poniamo R’=R/y2 R, allora Py (%)
& una funzione razionale. Di pin risulta ‘

Pr(8) = (1 + &) [(1— &ym— £ 2 (#)]
dove a.(¢) ¢ un polinomio a coefficienti interi, n=¢cy(R) ¢ m =g (R).
Dz'mostrdzione. Essendo R un anello locale intersezione completa, pos-
~siamo supporre R=A/(3,-*,¥,,) dove A & un anello regolare di dimen-

sione # € ¥y, -+, ¥, & una successione regolare. Se ora M & un R-modulo
di tipo finito, sappiamo che [3]

Pr (M) = my (0)/[(1 — £2)"]
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dove my (#) & un polinomio a coefficienti interi tale che

Tog (— 1) =ZV_, (— 1)? dim, Tory (M, 4) .
In particolare ~
PRROR) == @)/[0 —2"] e Pr@®=@+2[(1 —2"],
applicando il Teorema 5 si trova

Pro (&) = (1 + /[t — 2" (1 4 &) — £ 7 (2)].
Poiche [5]

T (—1) =2 (— 1)’ dim; Tors (R/yR , &) =0
=0
si ottiene la formula voluta.

Esempio.

Sia p un ideale primo di un anello locale (A, m) e sia a un ideale con-
tenuto in p. Supponiamo che esista un elementc y € m —p tale che

a:y=».

Riesce allora a:y=ua:y2 Posto quindi R=A/q, il Teorema § & appli-
cabile a questa situazione. In particolare se a & un ideale generato da una
successione regolare e A & un anello regolare, allora la serie di Betti—Poin-
caré dell’anello A/(a,y?) ¢ una funzione razionale.
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