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Algebra. — Struttura metrica inerente ad una estensione algebrica®™.
Nota di OrAzIO SORACE, presentata “” dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — A study is performed of a metric structure related to a non purely
inseparable extension and of the Galois group isometry.

1. Mostreremo che lo spazio vettoriale V definito da una estensione alge-
brica finita non puramente inseparabile pud venir dotato di una geometria
ortogonale ([1], p. 125), cioe di una struttura metrica cui & collegata un’appli-
cazione ¢ semilineare mediante la quale si di una caratterizzazione affinché
V risulti non singolare. Una particolarizzazione di tale struttura metrica
permette di distinguere le estensioni separabili da quelle non separabili,
risultando il discriminante del relativo spazio V rispettivamente diverso da
zero ovvero nullo.

Se lo spazio V ¢& inerente ad una estensione inseparabile, si trova per la
dimensione del suo radicale una limitazione superiore che, nel caso dell’esten-
sione semplice, ¢ la differenza tra il grado dell’estensione ed il suo grado ridotto.
Infine si studiano le rotazioni e le riflessioni cio¢ le isometrie del gruppo di
Galois di una estensione separabile e normale, nel caso dei campi finiti.

2. Riferiamoci ad un campo & che sia una estensione finita, e quindi
algebrica, propria, di gradoe »> 2, di un fissato campo y di caratteristica p==2.
Ricordiamo che, se & p = o0, l'estensione 3y & certamente separabile. Se
invece & p>0 e se Yo ¢ la massima estensione separabile di y in §, sard
3 puramente inseparabile su Y,; cio&, per ogni X € 3§, si avrd un minimo
esponente intero e >o0 per cui X?"€Y,. Il massimo di tali esponenti al
variare di X in 3§, che designeremo ancora con e, dicesi 1'esponente
dell’estensione 8/y. Il grado 7 = (Yo :v) dicesi il grado ridotto dell’estensione
3/y. L’intero positivo f per cui # = ny p/ soddisfa alla f >e. L’ estensmne
¢ semplice se, e solo se, f= e.

Nel seguito supporremo che 1’estensione 8/7 non sia puramente insepara-
bile cioe che sia p = o, ovvero che, se & p > o, 'estensione Y,/Y sia propria,
onde 7y > 2.

- Nel caso p>o0, chiamiamo ¢ l'isomorfismo tra § e 3 cioe ¢X = X#*
per ogni X € 3. In tal caso, se 'estensione 8/y & poi separabile, sard f = ¢ = o
e risulterd essere ¢ I’automorfismo identico. Se invece & p = 0, intenderemo
sempre con ¢ l'automorfismo identico.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R:
(¥*) Nella seduta del 9 marzo 1974.
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Consideriamo tale estensione 3 come uno spazio vettoriale V di dimensione
finita 7 sopra il campo y. Diciamo che una struttura metrica simmetrica & asse-
gnata ad un tale spazio vettoriale V, quando ¢ definito, per tuttigli X ,Y €V,
un prodotto interno X-Y € v, tale che, per ogni @ € v, si abbia:

D XY=YX;
ID (X1-|—X2>-Y= X:1'Y + Xa-Y;
III) (¢ X)-Y = ga (X-Y).

Quando l'estensione 8fy & separabile, ¢ si riduce all'identitd e tale
struttura metrica risulta una forma bilineare simmetrica. ,

Se U1, Uq, +++,U, & una base di 8]y, due elementi X e Y qualsiasi di V
possono rappresentarsi, ed in maniera unica, mediante le

X = anxi U, ; Y= él ¥y U; (=", y €.
Posto i )
(1) U;-U;=g,€y G, j=1,2,--,m),
si avrd

XY= 3 £;9( ).

2,7=

Nel seguito chiameremo discriminante di V, relativamente alla base U,
il determinante G della matrice (£;).

”
Se Vi,Ve,--+,V, & una nuova base di 8fy e se & V;= Zla}U,- con 4j€vy,
=

posto g;; = V;-V;, si avra, sotto forma matriciale,
@ @) = (pad) (&) (2 %),

dove (pa}) & la trasposta della matrice (pa)).

Quel sottospazio vettoriale di V che contiene tutti i vettori X € V, che
siano ortogonali a ciascun vettore di V, tali cioé¢ che sia- X-Y = o per
qualsiasi Y €V, ¢ il radicale di V e si indica con rad V. Lo spazio V dicesi
non singolare se rad V contiene soltanto il vettore nullo.

3. Denotiamo con £ (V) lo spazio delle funzioni semilineari di V cioé
delle applicazioni semilineari V — .
Consideriamo I'applicazione ¢ :V —£ (V) tale che

3) WX (V) = XY,

cio¢, per ogni X €V, sia $X € £ (V) la funzione semilineare che faccia
corrispondere ad ogni Y €V lo scalare X-:Y.
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L’applicazione ¢ ¢ semilineare perché, per le II) e III), risulta
b (X1 + Xo) = ¢Xi + X (X1, X2€V)
¢ (aX) = (ea) $X (XeV,aey).

Analogamente a quanto accade per le forme bilineari, per le quali 'appli-
cazione ¢ ¢ lineare ([2], p. 65), si pud facilmente verificare che il nucleo di
¢, che indicheremo con Ker ¢, coincide con rad V. E dimostreremo che:

Lo spazio NV ¢ non singolare se ¢ solo se I'applicazione semilineare defi-
nita dalla (3) ¢ indettiva.

Infatti se ¢ ¢ iniettiva vi & al pitt un vettore X €V tale che ¢X =o.
Ma do = o0 e quindi Ker ¢ = rad V = (0). Viceversa sia V non singolare.
Allora, se X3 = ¢Xz per due Xi,Xp€V, si ha ¢ (Xi— Xo) = ¢X; +
+ (— 1D ¢Xz2 =0 essendo p==2. Quindi X1—Xz€Kery, & Xi=Xs e la ¢
¢ iniettiva.

Non possiamo affermare che ¢ ¢ suriettiva per uno spazio V non singolare,
come nel caso delle forme bilineari, perché in generale I'immagine di ¢ non &
un sottospazio ma soltanto un sottoinsieme di 2(V), come si pud facilmente
verificare.

Se U;(¢=1,2,---,7) ¢ una base di V, la base duale di £ (V) & costi-
tuita dalle # funzioni f7(j=1,2,--+,%) date da #/(U,) = &/ (simbolo di
Kronecker). Si ha che

VX = X, XU, /7 (X €V)
J=1
¢Uz=ZIgz]fj ‘ (Z.: I,Z,"',ﬂ).
]=‘.
Sara X €ker{ se e solo se X-U;=o0(j=1,2,---,%) cioé se e solo se
(4> | ;(@x’)gﬁ—;o (].21,2,---,‘%)

Avremo quindi che:

\

Condizione suficiente affinché N sia non singolare & che risulti G=F=o.

Infatti in tal caso il sistema (4) ammette la sola soluzione gz’ = 0 e
quindi la sola soluzione x’ = o. Si avrd percio rad V = Ker ¢ = (o).

Ricordiamo che, nel caso delle forme bilineari, dalla condizione G = o
si deduce che rad V == (0). Per approfondire, nel nostro caso, lo studio delle
metriche degli spazi vettoriali a discriminante nullo, associamo ad ogni appli-
cazione semilineare {, I'applicazione lineare ¢ :V — € (V) definita per mezzo
delle:

$U1=Elgtjf] (Z.=I’2""’%>‘
J=
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Sarda X € Ker{ se e solo se

2:lj‘fz"g-if.':() <j=l)21"””>'
Se indichiamo con B l'isomorfismo lineare V — y” definito da B: X —
—(xl,22,---, 2", essendo X = Z x*U;, si deduce che:
i=1

I nucleo dell’applicazsione semilineare § & in corvispondenza biiettiva con
Ker{ n g1 opV.
_ Ricordando che il 7ango » della matrice (&) dell’applicazione lineare
¢ & eguale alla dimensione di ¢V ([2], p. 78) e che dim V = dim Ker ¢ -+ 7,
possiamo concludere per il teorema precedente che

(s) dim rad V = dim Ker ¢ < dim Ker = » —r.

4. Consideriamo ora il prodotto interno cosi definito
©) - XY =Ty [p (XY)]

il secondo membro essendo la traccia di @(XY) nell’estensione separabile
YolY-

E facile verificare che sono soddisfatte le condizioni I), II), III) perché
tale prodotto interno definisca una struttura metrica.

Nel caso che I’estensione data 3/y sia separabile onde & v, =38 e p &
lidentita, la struttura metrica sopra introdotta equivale a quella definita
in [2] (p. 124) nello spazio vettoriale delle trasformazioni lineari ottenuto
associando ad ogni fissato X € 3 I'applicazione Z —ZX per ogni Z € 3.

Se lestensione data ¢ separabile il discriminante risulta diverso da zero,
perché allora esso coincide con il discriminante-campo dell’estensione 8/y ([3],
p- 93) € quindi in tal caso ¢ noto che risulta G == o.

Dimostreremo ora che:

\

Se lestensione S|y ¢ inseparabile il discriminante risulta nullo.

Infatti, ricordiamo che, se y* & la minima estensione normale di vy
contenente Yo, Vi sono 7y y—isomorfismi di Y, in ¥*; li denoteremo con
G, G2, -, $s, (§; sia lidentitd). La traccia di un elemento X €Yy nel-
I’estensione separabile yo/y vien data da ([3], p. 94)

2 T (0 = 24 X

Per'ie (1) e (6) abbiamo
& = Ty [9 (U; U))]
e per la (7)

gy = 12;; ¢, 0 (U; U)).



284 Lincei ~ Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LVI — marzo 1974

I1 discriminante G = det (g;;) sard quindi il determinante del quadrato,
per righe, della matrice ad #» righe ed 7, colonne, avente per righe
4’1<PUZ':¢2<PU£,"', "pnochi (Z.= 1 ’2""’%>'

Essendo l'estensione 3/y inseparabile, ma non puramente inseparabile,
¢ 7y < 7 e quindi & nullo il determinante della matrice di cui sopra.

5. Se supponiamo che I'estensione §/y sia inseparabile (7> 7,> 2,G=0)
e semplice (f=¢) i calcoli verranno agevolati dalla seguente rappresenta-
zione degli elementi dell’estensione. Il campo 3§ sard attualmente isomorfo
al campo v () ottenuto da ¥ con I'aggiunzione simbolica di una indeterminata
B, soggetta ad una equazione algebrica inseparabile:

f(x) = gt | a 2(—1)2° + a, 200=DF° L L —+ @p, = O

a coefficienti in vy ed ivi irriducibile. Posto per abbreviare o = 0#°, la massima
estensione separabile v, di y in § sard isomorfa al campo y («) ottenuto da
y con l'aggiunzione simbolica della indeterminata «, soggetta all’equazione
separabile

g(y):y"o+aly”o_1+ o —l—anozo

a radici distinte o , oy, -, @, .
Scegliendo come base di V:1,0,6%,--+, 6" sara
oU; = o1 N G=1,2,---,n).
Pertanto si ha che
&y = Ty (72 =5;1; o (,j=1,2,"-,2)

avendo posto S, = of' 4 of 4 .-+ oy,
La matrice discriminante (g,j) sard allora il quadrato per righe, della
matrice avente per colonne

I,oci,oc?’...,a:."_l. (2'21.2’...,710).
Il rango di (g,;) & pertanto 7, e per la (5) abbiamo
dim rad V <7 — .

6. Supporremoy ora che l'estensione §/y sia separabile‘e quindi semplice
e che sia ottenuta mediante I'aggiunzione di una delle radici dell’equazione
irriducibile
(8) f@)=2"+ar '+ - +a,=0 (2; €Y)

che supporremo normale in y. Ricordiamo che il gruppo di Galois di § rispetto
a v ¢ il gruppo I' degli automorfismi di 8 che lasciano fissi i singoli elementi
di y. Tale gruppo risulta di ordine 7 ed induce tra le # radici della (8) ungruppo
transitivo di sostituzioni a quello isomorfo. Ricordiamo anche ([1], p. 119)
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che un automorfismo lineare ¢ in V viene denominato una isometria, rispetto
ad una assegnata struttura metrica, se, qualunque siano X, Y €V, risulta

cX-6Y =X.Y.
Dimostreremo che:

Ogni automorfismo del gruppo T' di Galois di § rispetto a Y visulta una
tsometria rispetto alla struttura metrica (6).

Poniamo infatti Z = XY. Per la (6) risulta
XY = Tspy (2)
6X-6Y = Ty (62).

Ricordando che la traccia di un elemento di § in una estensione Sy &
la somma dei suoi coniugati rispetto a vy, i secondi membri delle due eguaglianze
di sopra risultano eguali, perché due elementi sono coniugati se e solo se possono
essere portati I'uno nell’altro da una sostituzione del gruppo di Galois.

\

Poiché in una isometria ¢ det(g;;) = det(g,;), dalla (2) si ha, essendo
G=Fo,
det ¢ = det (&) = =+ 1.

Quando det o= 1 [I'isometria chiamasi una 7ofazione e quando
det ¢ = — 1 essa chiamasi una riflessione.

Nel caso in cui 3 sia finito, il gruppo di Galois risulta ciclico ( [4], p. 21).
In tal caso dimostreremo che:

Le isometrie del gruppo di Galois di ordine n su di un campo finito sono
tutte rotazioni se n & dispari, e sono per meta rotazioni e per meti riflessioni se
n e pari. '

Consideriamo infatti un arbitrario e non banale determinante—funzione ([2],

p- 98) A (X1, Xz, -+, X,), essendo X, le radici della (8), e ricordiamo che
se ¢ ¢ una qualsiasi trasformazione lineare risulta

A(ch,GXz,---,o‘X,,):detcA(Xl,Xz,-'-,X,,).

Se ¢ & un automorfismo del gruppo ciclico di Galois, esso opera una sosti-
tuzione circolare sulle X,. Quindi, per delle note proprieta dei determinanti—
funzioni, se ~ & dispari, sari det ¢ = 1, poiché le 7 sostituzioni del gruppo I'
sono tutte pari, €, se # & pari, sard deto=1 in corrispondenza alle 7/2 sosti-
tuzioni pari e det 6 = --1 in corrispondenza alle #/2 sostituzioni dispari.
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