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Analisi m atem atica. — Nouveaux problèmes concernant diffé
rentes classes £  équations intégro—différentielles non linéaires. I. Systè
mes constitués de nouvelles conditions initiales non linéaires et d'équa
tions no?i linéaires aux opérateurs héréditaires et aux dérivées partielles 
du premier ordre(*\ Nota di L e o n i d a  E u g e n i o  K r i v o s h e i n ,  K i n -  

V I n h  L e u n g ,  D emetrio  M a n g e r o n  e M e h m e t  N a m i k O g u z t ö r e l i ,  

presentata (**} dal Socio B. F i n z i .

RIASSUNTO. — Gli A utori, continuando la serie dei proprii lavori rivolti ad appro
fondire i legam i tra  la  teoria dei sistemi integro-differenziali non lineari [1], e, più 
specificamente, tra  la  teoria di certe classi di tali sistemi con operatori polìvibranti [2], 
chiam ati successivam ente da vari scienziati « sistemi (o equazioni) di M angeron » [3], e 
svariati cam pi di applicazioni odierne, espongono in ciò che segue un nuovo problem a non 
lineare ai valori iniziali, « ben posto » nel senso di H adam ard, concernente una classe di 
equazioni integro-differenziali pu r esse non lineari con operatori differenziali parziali di primo 
ordine e ne dim ostrano, in certe condizioni, resistenza, l’unicità, la  stabilità, proponendo anche 
un metodo di determ inazione effettiva delle soluzioni approssim ate ed il calcolo dell’errore 
commesso.

Gli Autori, sottolineando il fatto che i risultati conseguiti costituiscono una estensione 
apprezzabile non solo di alcuni loro risultati recenti [4], m a anche di tu tt’una serie di risultati 
dovuti ad altri scienziati, ad esempio al prof. E. A. Barbashin ed alla Sua Scuola [5], si 
propongono di esporre in alcune delle loro Note susseguenti un elenco di risultati nuovi 
a proposito di vari problemi « ben posti » riguardo ai sistemi m atem atici con stru ttu ra  compo
sita [6], nelTambito delle condizioni che generalizzano quelle di Goursat, D arboux, 
D irich le t,. . ..

i. Les Auteurs, tou t en continuant la série de leurs trav au x  consacrés 
à l’approfondissem ent des liaisons entre la théorie des systèmes intégro— 
différentiels rion linéaires [1] et surtout des systèmes intégro-difîérentiels 
non linéaires aux opérateurs poly vibrant s [2], appelés par divers hommes 
de science « systèm e^ ou bien équations de M angeron » [3], et les champs 
d ’applications actuelles des plus variées [7], exposent dans ce qui suit un 
nouveau problèm e non linéaire aux valeurs initiales, « bien posé » au sens 
d ’H adam ard , concernant une certaine classe d ’équations intégro—d ifférentielles 
non linéaires aux  opérateurs difféi entiels partiels du prem ier ordre et dém on
tren t l’existence, l ’unicité et la stabilité des solutions correspondantes et 
indiquent aussi une m éthode de calcul effectif des solutions approxim ati ve s 
et l ’évaluation des erreurs commises.

Les A uteurs, tou t en soulignant le fait que les résultats ci-dessous con
stituen t une extension de certains de leurs résultats récents antérieurs [4]

(*) The research reported in this paper was supported in part by  the N ational Research 
Council of C anada.

(**) N ella seduta del 9 febbraio 1974.
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et bien égalem ent de quelques-uns d ’autres chercheurs, en particulier de ceux 
dûs à M.le prof. E. A. B arbashin et à son École [5], exposeront dans une 
série de leurs Notes prochaines nom bre de problèmes « bien posés » concer
nant surtout différents systèmes m athém atiques possédant la structure com
plexe [6].

2. Soit le problèm e non linéaire de valeurs initiales

( 0 u (x , a) =  9 N(*,Ç,T, t t (É, .T))dTd£

concernant l’équation intégro-différentielle non linéaire à deux variables 
indépendantes et aux  dérivées partielles du prem ier ordre

(2) u't ( x , t ) = f x  , t , u (x , t ) , / / M ( x , t , \  , T , u (x , t) , u (Ç , t)) d? dÇ

où les fonctions 9(T ,zq), N (x , £, t  , v2), M (x , t , Ç , t  , v3 , v4), et f ( x , t , v 2 ,v 3) 
sont définies et continues dans le domaine

® =  {a  <  x  , £, <  b , a <  t , t <  y , o <  I z/,. ! <  , /  =  1 , 5 , r- =  const. }

et y satisfont aux  conditions de Lipschitz par rapport aux variables dépen
dantes Vj. Soient (T) , L^ , H, , t ) ,  L ^  (x  ,  ̂ ^ , t) , L^y (T1 , (t =  o , 1) 
les coefficients respectifs de Lipschitz, supposés bornés et intégrables dans 3). 

Après avoir transform é le problème (1), (2) dans l ’équation intégrale

(3) u {x , t) =  9
a; yJ J N , £ , t  , u ( I , t)) d r  d£

a  a

+

r x v
+  j /  x , 0 » u ( x , 6) , J  J M ( x , 0 , \ , T , u ( x , t )  , u ( £ , 6 ) ) dvd£ d 0 = A [ « ]

et avoir observé que la voie inverse qui conduit de l ’équation intégrale (3) 
au système (1), (2) est elle aussi déterminée d ’une m anière univoque, on en 
déduit le suivant

T h é o rè m e  i. Le système intègro-différentiel non linéaire (1), (2) est 
équivalent à l'équation intégrale (3) dans le sens que la solution de cette équation 
est également solution du système (1), (2) et réciproquement.

A  la suite du fait que le traitem ent de l ’équation (3) est plus sim ple que 
celui du systèm e (1), (2), proposons nous d ’établir une condition suffisante 
concernant l ’existence et l ’unicité, dans la classe de fonctions C0,1 [a, ò] X [a , y], 
de la solution de l ’équation intégrale non linéaire (3).
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Choisissons pour norm e la définition

: m ax I
3)

Après avoir pris deux fonctions arbitraires ux et u2, telles que l’on aie 
ux , u2 € C0’1 [a , b\ X [a , y], on en déduit de l ’équation intégrale (3) l’inégalité

(4) Il A  [u2] — A  \ u j  y < L ,  (* )  L n (x  , \  , t )  d x  dÇ +

a  cl

e

+ J  ^ L \ / ( x  , 0) +  L 2 /( x  , 0) J S . î . -) +

+  l 2m(A , 6 , S , t)] dr d£> d0 U% Uy

H (x , t) U • U ^2 II — ß II ^2 ^1 II •

D ’où le suivant

THÉORÈME 2. vSV, dans les conditions ci-dessus, <9̂  ^ dans (4) ß <  1, 
l'operateur A  [•] réalise la condensation des représentations et applique par 
suite P ensemble des fonctions appartenant à la classe C0,1 [a , b] X  [oc , y] du 
domaine ® dans Pune de ses parties, £/, conséquent, P équation (3)
/é? problème (1), (2) possèdent d'après le principe du point fixe de Banach, 
dorénavant classique, solution unique dans la classe indiquée, ayant la
dérivée u t (x , /) continue dans c2).

On aboutit à la construction effective de la solution du problèm e (1), 
(2) à la suite de l ’application de la m éthode des approxim ations successives, 
définies par les formules de récurrence

(5) u„ =  A.[un_1] ,  n =

3. Si on s’arrête à la Tz-ième solution approchée un( x , t ) ,  la déviation 
correspondante s ’exprim e par

(6) rn O , t) = un — A K ] .

Proposonß nous m aintenant d ’évaluer dans le dom aine 0  la déviation 
entre les fonctions un( x , f )  et u ( x , f ) .  On obtient de (3) et (5)

(7) Il U’— «B|| < ß | |  U —  un_Y II < •  • • < ß "  II« —  « o l l^ ß -  \\r0 {x,t)\\  : (i — ß) , 

où l’on a mis

r0(x , t) =  u0 —  A  [u0] .
D ’où le Suivant

THÉORÈME 3. Afin  que la valeur de la déviation || u — un || soit, dans 
plus petite qu'un nombre positif donné z >  o, le nombre n des itérations à



i 6 ò Lincei -  Rend, Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LVI -  febbraio 1974

exécuter dans le cadre de la méthode des approximations successives satisfait 
P inégalité

(8) n >  { In [s (1 —  ß) : || r0 (x , t) || ]} : ln ß .

4. É tudions dans ce num éro le problèm e de la stabilité des solutions 
du système intégro-différentiel non linéaire (1), (2). Supposons que la 
fonction M (•) est soumise aux perturbations telles que Ton aie

M [x , t , E, , T , U {X , t )  , U (£, , 01 —  P \x , t , £ , T , w (x , t )  , w  (£, , f)] ==

=  + (* > t , Ç , T , a; (E, , t)]  .

Considérons m ain tenant le problèm e non linéaire de valeurs initiales

(1 + ) w  (x , a) =  cp x  , N ( x , E,, t  , w  (E, , t)) dr dE,

w (x y t) étan t la fonction inconnue, concernant l ’équation intégro-différen- 
tielle non linéaire « perturbée »

(9) çx , t ) = f ■ , t ,W(X , t) , j  j  F(X y ty \  y T , W\X y T) , y t)) dvd£

Réduisons le système intégro-différentiel non linéaire (1 -f), (9) à 
l’équation intégrale équivalente

(10) >(Xy t) =  9
ï

d r  d^

+  j  f  X , Q , w  (x , Q) y j j  P (x y 0 , Ç , T , w (x y t)  , w  (£ , 9)) dT dÇ d 0 E= B [w]

et supposons que les fonctions qui figurent dans l ’équation (io) sont elles aussi 
définies, continues et lipschitziennes dans le dom aine 3) et les coefficients 
respectifs de Lipschitz

L CP ( X )  , L M ( x  y T , Z)  y L i f ( X  y 6 )  , L - p  ( X  y 0  , \  y T ) ,

sont bornés et intégrables dans le même domaine.
On en déduit le suivant

Théorèm e 4. U  inégalité

( n )

x  G

x t t

0} +

+ L 2/(x , 0) j  J [L1P (x , 0 , % , t )  +  L2P {pc, \ ,  t) ]  d r dÇ d0 =  Il S (x , t) Il <  i
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constitue une condition suffisante afin que V équation intégrale (io) et par suite 
le problème aux conditions initiales non linéaires et aux opérateurs héréditaires 
et dérivées partielles du premier ordre ( i + ) ,  (9) possèdent une solution unique 
dans le classe de fonctions C0,1 \a , b] X [a , y] et cette solution peut être construite 
grâce à V application de la méthode des approximations successives définies par 
la form ule de récurrence w n =  B \w n~f\, n =  1 , 2 , • • •.

A  la suite du  fait que l ’on a

(12) Il U — w n II <  X +  Il R  (X , t) Il : (i —  p.) , R  (x , t )  =  w 0 —  B [a/0] ,

on en déduit sans trop de difficulté pour la norme de la déviation entre la 
solution u ( x  , t) du problèm e (i), (2) et la solution du système perturbé (1 + ) ,  
(9) l’inégalité

(13) -w  II < 6) I j [ x , 0 ,  T , w  (£ , t ) ]  dT d i : (1 — (j.) -  X.

Remarques. 1) D ans l’hypothèse que les fonctions <p (•) et / ( • )  sont 
linéaires p ar rapport à « ( • ) ,  c ’est à dire le problème non linéaire considéré 
initiallem ent se réduit m ain tenant au problème linéaire que suit

X Y

(14) u (x , a) =  <p (x) +  j" J  N (^ r, E,, t )  u (£ , t )  dx à l ,
a a

x i
(15) ut ( x , t) = /  ( x , f) +  p  ( x , if) u ( x , t) . +  J  j  [M l (x , t , \  , t )  u (x , t )  +

a a
+  M2 (x , t , \  , t )  u (£ , /)] d r  d£ ,

l’équation intégrale équivalente obtenue à la suite de l ’application de la 
m éthode des variations des param ètres au système intégro-différentiel (14), 
(15) sécrit comme suit:

(ï6 ) u (pc , t) .== ^ (x , /) -f
x  y

+  J  J [Si ( x , t 9 \  , t )  u (x , t )  +  S2 (x , t , E,, t )  u (f  , t)] d r  d£ .

A  la suite du fait que l’équation intégrale (16) est linéaire, on en déduit 
le suivant

THÉORÈME 5* Dans les conditions ci—dessus, Véquation intégrale linéaire 
(16) possédé toujours une solution et une seule dans la classe des f  onctions 
C ’ [a j  b] X  [a , y] et par suite le problème (14), (15) lu i aussi est toujours 
résoluble dans les mêmes conditions.

2) Les A uteurs exposerons dans quelques-unes de leurs prochaines 
Notes certains résultats acquis concernant les critères d ’être «bien posés»
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de différents problèmes aux  valeurs initiales ou bien à la frontière généralisés 
pour différentes classes d ’équations intégro-différentielles, dont certaines 
servent d ’or et déjà pour modèles m athém atiques de quelques phénom ènes 
physiques, étudiés par M. B. Finzi [8], ou bien qui se trouvent exposés lors 
de ces dernières années dans la revue « Meccanica », fondée par cet illustre 
géomètre, dans le cadre de l’A IM E T A , dont il en peut être bien justem ent 
fier, et qui, presque tous, puisent leur sève dans l’oeuvre indélébile de 
M . M .  Picone [9].
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