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A nalisi m atem atica. —  Problèmes concernant différentes classes 
d'équation intégro-différentielles non linéaires de Manger on (#). N o ta  I 
d i  S a u l e  D z h u n u z b e k o v a , L e o n i d a  E u g e n io  K r i v o s h e i n , K i n - V t n h  

L e u n g  e M e h m e t  N a m i k  O g u z t ö r e l i , p re s e n ta ta  <**> dal Socio 
E .  B o m p i a n i .

RIASSUNTO. — Gli A utori, prendendo le mosse dalla ricca messe di risultati concernenti 
le equazioni poli vibranti, introdotte dal prof. D. M angeron [1] e chiam ate poi da vari 
scienziati « equazioni di M angeron» [2], espongono in ciò che segue alcuni teoremi riferentesi 
ad una classe di equazioni integro-differenziali non lineari in due variabili indipendenti di 
M angeron e pertinenti a ll’esistenza, all’unicità, alla stabilità ed alla costruzione effettiva 
delle soluzioni approssim ate di tali equazioni nell’am bito delle condizioni del tipo di Goursat, 
m entre in alcune delle loro Note susseguenti si esporrà una serie di risu ltati riguardanti vari 
problemi « ben posti » spettanti alle equazioni integro-differenziali non lineari di M angeron 
con operatori poli vibranti, conseguiti grazie ai lum i degli indelebili procedimenti di geome- 
trizzazione e di com putazione costru ttiva dovuti rispettivam ente agli Illustri Accademici 
Lincei Enrico Bompiani e M auro Picone.

1. Les Auteurs, illuminés p ar les oeuvres indélébiles de géom étrisation 
des systèmes d ’équations des plus variés et de com putation structurelle des 
plus efficaces des solutions de tels systèmes, dûs aux illustres M aîtres à nous 
tous, M M . Enrico Bom piani et M auro Picone, exposent dans ce qui suit quel­
ques théorèm es concernant l ’existence, l ’unicité, la stabilité et la construction 
effective des solutions approxim atives d ’une certaine classe d ’équations in tégro- 
differentielles non linéaires de M angeron, dans le cadre des conditions de 
Goursat, tandis que ces mêmes A uteurs présenterons dans une série de leurs 
Notes prochaines nom bre de problèm es « bien posés » relatifs aux différentes 
classes d ’équations polyvibrantes, introduites par M.le prof. D. M angeron [1], 
dont les fruits ont surpassés de beaucoup la promesse des fleurs et qui ont 
été appelées ensuite p ar de nom breux hommes de sciences « équations de 
M angeron » [2].

2. Soit l ’équation intégro-différentielle non linéaire appartenant à l ’une 
des classes d ’équations de M angeron, à deux variables indépendantes et aux 
opérateurs hyperboliques,

CO
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(*) T he research reported in this paper was supported in part by  the N ational Research 
Council of Canada.

(**) Hella seduta del 9 febbraio 1974.

11. — RENDICONTI 1974, Voi. LVI, fase. 2.
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dont la fonction inconnue u (x , t) est soumise aux conditions de Goursat, 
formulées p ar celui-ci il y a 70 années et devenues rapidem ent classiques,

(2) u (a , /) =  9 (t) , u (x , a) =  ^ (x) , <p (a) =  (a) =  p  =  const.,

où les fonctions f  (x , t , zq , v2) et df (# ,' t , E, , v3 , z/4 , z/5) sont définies et con­
tinues dans le dom aine

3) =  {<2 <  x  , £ <  b , a <  t  <  y , o <  | | <  p  , / =  î , 5 }

et satisfont dans ce dom aine par rapport aux variables les conditions de 
Lipschitz. Notons par L.i f (x , t) ( i =  1 , 2) et ~Lkf (x , t , Ç) (k =  1 , 2 , 3) les 
coefficients de Lipschitz correspondants et supposons en outre que ces fonctions 
tan t que les fonctions définies 9 (t) et ^ (x) sont continues et les deux 
dernières de plus sont continuem ent différentiables dans 3).

T out en m entionnant le fait que pour la résolution d ’un tel problème, 
quoique abordé avec succès et largem ent discuté dans une série de mémoires 
insérés dans les Rendiconti del Seminario Matematico deiï Università d i Padova 
pour quelques classes d ’équations intégro-différentielles non linéaires par 
l ’un des A uteurs en collaboration avec M. D. M angeron [3], les A uteurs ont 
fait appel à l ’une des m éthodes nouvelles, en cours d ’application par le prem ier 
d ’eux dans le cadre de l’élaboration de sa thèse, commençons, pour m arquer 
les m arches de la m éthode élaborée, par l’introduction de la substitution

(3) 0  , t) = v  (x , t) .

On en conclut que l ’étude de la résolution du problèm e (1), (2) se réduit à 
l ’étude de la résolution du système d ’équations intégrales que suit:

X t

(4) u (x  , t) — V- (x . t) +  ( I V (4 > 0) de d-y)

et

(5)

v ( x  , t)  = / 1* , t , (X. (x , t) +  j  !  V (Y) , 0) de d7) ,

X

f
K

£  t

* » * , S , t* (£ , 0  +  / V 0) , 6) de d7) ,

où l ’on a mis

T

©  +  I  v (Z,, 0) d6 , cp' (t) +  j  dv)
a  a

>  (x , t) =  <P (t) 4 - ty(x) — P .

àl[  s A [ » ]  ,

P ar conséquent, s ’il existe une solution de l’équation intégrale non linéaire (4), 
l’existence d ’une solution correspondante du problèm e (1), (2) en est assurée 
grâce à la relation de liaison (4).
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Proposons nous d ’établir une condition suffisante concernant l ’éxistence 
et run ic ité , dans la classe de fonctions C [a , b] X [a , y] de la solution de 
Téquation intégrale non linéaire (5).

Choisissons pour norm e la définition

I M I  =  m ax |*| .
S)

Après avoir pris deux fonctions arbitraires v1 et v2 telles que Ton aie v±, v2 e O, 
on en déduit de l ’équation intégrale (5) l’inégalité

(6). Il A  K l  — A  K ]  | | <  

+  L 2/ ( x  , £)

+  L 2K (x>t,  Ç) ( t—  oc) +  L 3K (x  , t , Ç) (Ç ■— d)\ dJ; 

D ’où le suivant

L i /  (A » 0  (f> —  a) (Y ~  °0 +

j' [Lik ( # , / , £ ) ( £  #) (/ — a) -f-

II ^2 M l =  ß • Il v2 v±\

THEOREME 1. Si, dans (6), on a ß <  1, P opérateur K. réalise la condensation 
des représentations et applique par suite P ensemble des fonctions continues du 
domaine S) dans P une de ses parties, et, par conséquent, P équation ( 5) et donc 
le problème (1), (2) possèdent) d'après le principe du point fixe  de Banach, 
dorénavant classique, solution unique dans la classe C1’1 [a , b] X [a , y], 

les dérivées ux (x , t )  , u t (x , t) , u f  (x , /) continues dans 3).
On aboutit a la construction effective de la solution du problème (1), (2) 

à la suite de l  application de la méthode des approximations successives, définies 
par les f  ormules de récurrence

(7) vn A , n — i , 2 , • • •,

tout en tenait compte que P on a
X t

(8) un (x , t) =  [T (x , t) +  ! j" v„ (7) , 0) d 0 drj
a a

et le processus des approximations un (x , t) converge pour x  -> 00  vers une 
solution unique u (x , t) du problème (1), (2) ci-dessus.

Posons, en effet,

(9) rn(x , t) =  v„(x , t) ■— A [v„].

On obtient de suite

(10) II® —  ®. Il ^  Il'■«(*,*) Il : ( i — ß)

et donc on a

O 1) \ u ( x ,  t) —  u„(x , t) I <  p „ - \ x ~  a I • \ t —  a  | ,
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où l’on a mis
Pn =  Il rn (x , t) Il : (1 —  ß) .

On aboutit à une au tre  expression de l’évaluation de l’erreur commise, 
en acceptant pour la solution du problèm e (1), (2) la solution approxim ative 
un(x , t), si on prend le point de départ de l’évaluation

(12) Il v —  vn II <  ß” Il V —  V0 II <  ß” - Il r0( x , t )  Il : (i —  ß).

On obtient dans ce cas

(13) I u ( x  , t) —  u„(x , t) I <  !*  —  a \ - \ t —  a |  ßK- \\r0( x , t )  || : (i —  ß),

d ’où l’unicité du problèm e (1), (2) contenue dans l ’assertion finale du Théo­
rème I.

3. É tudions m ain tenant le problèm e de la stabilité de la solution du 
problèm e (1), (2) envers les perturbations des fonctions <p (t) et ^ 0*0- 
Considérons donc le problèm e décrit p ar l’équation intégro-différentielle 
non linéaire de M angeron (1) mais cette fois-ci ayan t pour l’inconnue la 
fonction w ( x , t) et les conditions nouvelles

(14) w ( a  =  , w  (x , oc) =  ijq(x) , <Pi(°0 =  <hO) =  Pt >

où l’on a

I <ffy00 —  <p(i)00 I <  £1 > I ! <  s2 , i — o , I , 1 p *—  p  I <  e3 .

Le système résolvant d ’équations intégrales correspondant au problèm e (i), 
(14) a la forme

et

( 16),

(15) w {x , t) =  {AiO , t) +  I j Z (4 , 6) de dv) , =  — p*

X  t

z (x , t) =  /  j#  , t , (jl1 (x , t) +  j  j  z (y) , 0) dO dv] .
a a

x x t

J  K  X , t , ï , ^ , t ) + j j  z(y\ , 6) de d-y) ,

^  ©  +  J  * (S . 6) d0 . <Pi(0 +  J  *0) > t) d4 d? =  B [s] .

On en déduit de l’équation (16) le suivant

THÉORÈME 2. Dans Vhypothèse que les conditions ci-dessus concernant 
P existence, P unicité et la construction effective de la solution du problème (1), (2) 
sont satisfaites, le problème «perturbé » (1), (14) possède lui aussi une solution



S. Dzhunuzbekova ed ALTRI, Problèmes concernant différentes classes, ecc. 155

unique dans ce même domaine 3) et cette solution peut-être construite par la 
méthode des approximations successives

(1 7) ' z n =  B  [ ^ _ j ]  ,

(18) w„(x , t) =  y.±(x , t) +  I J zn{7) , 6) de dv) .
a cl

Proposons nous d ’évaluer l’ordre de grandeur du voisinage des solutions 
w (x y t) et u (x , t), (pc , t) e 3). On en déduit de (4) et (16)

0 9 ) \ \ v — z  II < L.1j ( x  , f) \ [A (x , f) —  (Xx (x , t) I +

+  L i / ( x , f) [L ikO  (? , t) I +

+  L2k {x  , t , I) I , t) —  , t) I +

+  L3K ( # , £ , £ ) !  (X' (5 , 0  —  (5 , t) I ] d^ : 0  ■ ß) =  r

et par suite on a en définitif

(20) ! u ( x  , t) —  w (x , t) I <  I (JL (x , 2?) —  fx1 +  r I ^ —  a |. (t —  a) .

D ’où le suivant

T h éorèm e 3. S i les perturbations des fonctions 9 (t) et (x) et de leurs 
dérivées premières sont assez petites dans S) du point de vue des normes, les 
perturbations des solutions des problèmes correspondants (1), (2) et (1), (14) 
sont elles aussi de même ordre de petitesse.

Remarques. 1) L ’étude de la stabilité des solutions du problèm e (1), (2) 
peut être poursuivit dans des conditions plus générales, à savoir dans le cas 
où l’on considère, parallèlem ent aux  perturbations des fonctions 9 (f) et <Jj (x) 
des conditions (2), des perturbations des fonctions qui figurent dans le second 
m em bre de l ’équation intégro-différentielle non linéaire (1). Notons que les 
raisonnem ents qui m ènent aux  conclusions similaires à ceux des Théorèm es 2 
et 3 restent tels quels.

2) Les A uteurs exposerons dans quelques-unes de leurs prochaines 
Notes certains résultats acquis concernant les critères d ’être «bi en-posés» 
de différents problèm es généralisés de G oursat-D arboux ou bien de problèmes 
à la frontière pour diverses classes d ’équations intégro-différentielles non 
linéaires de M anger on, aux opérateurs poly vibrants, polycaloriques ou bien 
encore aux structures complexes, tandis que nom bre de détails algorith­
m iques et quelques-uns des résultats nouveaux dans l ’ordre d ’idées ci—dessus 
seront insérés dans le « Bulletin de VInstitut Polytechnique de Jassy ».
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