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43A lessandro  Silva, Un teorema di passaggio al limite, ecc.

G e o m e tr ia .  —  U n teorema d i passaggio a l  lim ite  p er  la coo- 
mologia di una  varietà ana litica  complessa. N ota  di A l e s s a n d r o  
S i l v a ,  p rese n ta ta  (*] dal C orrisp . G . Z a p p a .

SUMMARY. — Let X be a complex analytic manifold. { X,-} an increasing sequence of 
relatively compact open domains such that X =  UX2-, St a locally free coherent analytic 
sheaf on X, then we prove that if Hr (X,*, 3) = o for every r > q , q >  I fixed, we have also 
Hr (X , §r) =  o for every r  >  q.

§ I .  Villani in [5] pone il seguente problem a: sia X uno spazio analitico 
complesso unione di una successione crescente { X . } . eN di sottospazi aperti, 
et un fascio analitico coerente su X, q >  1 un intero fissato. A llora se 
H r (X ?- , f )  =  o per ogni r  >  q, si ha anche FT(X , =  o per ogni r  >  qì

E facile provare, con un ragionam ento standard  che fa uso della risolu
zione canonica fiacca di che si ha sem pre H r(X , et) =  o per r > q  +  l.

Per r  =  q, Cassa in [1] prova che H*(X , 3 ) — o ove con H '(X  , W) si 
denota la coomologia separata a valori in §r, cioè lo spazio vettoriale topologico 
separato associato ad H ‘(X , Sr).

In  questa N ota si prova che il problem a ha risposta afferm ativa per X 
varietà ed et fascio localm ente libero di tipo finito. Questo risultato  m igliora 
quanto ottenuto da K ajiw ara-Y oshida in [2], ove il problem a viene risolto 
per et =  0 X e X varietà, sotto l’ulteriore ipotesi che X sia im m ersa in un più 
am pio am biente di Stein.

§ 2. Sia X una varietà analitica complessa, num erabile all’infinito, 3  
un fascio analitico su X localm ente libero e di tipo finito. Si può allora consi
derare un fibrato vettoriale olomorfo F  tale che § ne sia il fascio dei germ i delle 
sezioni olomorfe. Sia A l , q >  o il fibrato delle forme differenziali di tipo 
(o , q) su X. D enotiam o con E* lo spazio vettoriale topologico delle sezioni 
E°° del fibrato A ^® F. L ’operatore differenziale 3 : A q -> A ç+1 induce un ope
ratore differenziale : A?® F - > A ?+1® F  e quindi un complesso di applica
zioni continue di spazi vettoriali topologici:

E° a° > e 1 — E2__ > • _____> Eÿ l d q ~ x - e /7___  ̂• • •

Consideriam o ora due spazi di Fréchet su C, Fi e F2 e un morfismo /  : Fi F2. 
Diremo che il morfismo f  è diretto se esiste un morfismo y  : F2 —> Fi tale che 
f s ~  Ga» cioè, in altri term ini, se /  ha u n ’inversa a destra lineare continua.

Si prova in [4] che se X è una varietà F°°, connessa, num erabile all’infi
nito, F i , F2 due C—fibrati vettoriali F°° su X tali che T (X  , Fi) e T ( X , F2) siano

(*) Nella seduta del 12 gennaio 1974.
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degli spazi di F réchet-M ontel e D un (Fi , F2)-operatore differenziale che sia 
un morfìsmo diretto, allora T (X , Ker D) è un C -spazio vettoriale di dim en
sione finita.

A pplichiam o questo risultato  al problem a citato nel § 1, provando il 
seguente:

Teorema. Siano X una varietà complessa connessa, numerabile alVin- 
fin ito , q >  i un intero fissato, Â e Coh (X) localmente libero, tali che\

(i) X =  U X ; , X,- aperta in X per ogni i  e X- CC X ?-+1 ;
(ii) H r (X,- , o?) =  o per ogni i e per ogni r > q .

Allora anche H r (X , S j  — o per ogni r i>q.
Il teorem a risulta provato se si fa vedere che in tale situazione 

d : E? E ?+1 è un morfìsmo diretto. In fatti come osservato nel § 1, si ha:

H r (X # cT) =  o per ogni r >  q f i  1 e H ?(X , =  o.

Resta da provare che F F(X  , =  FF(X  , ^). Ora, se dq è un morfìsmo
diretto, T (X  , ker dq) ha dimensione finita, da cui F F(X  , =  T (X , kerdq)/
/ r ( X  , I m y  è di H ausdorff; da cui H*(X , $) =  H*(X , £).

Che dq sia un morfìsmo diretto, discende dal seguente criterio dovuto a 
Palam odov [3]:

affinché dq sia un morfìsmo diretto è necessario e sufficiente che valgano 
sim ultaneam ente le seguenti condizioni:

(1) per ogni dominio U  CC X, esiste un dominio V CC X contenente 
U  tale che gli omomorfismi di restrizione FF(W ,£F) -> F F (U .,^ )  hanno la 
stessa im m agine per ogni dominio W  CC X, contenente V.

(2) lo spazio FF+1 (X , oF) è separato.

Infatti nella nostra situazione, la condizione (2) è verificata per le osserva
zioni .fatte inizialm ente. Q uanto alla (1), per ogni dominio U , U  CC X, esiste 
un intero j e  N tale che Ü C X y ,  quindi per ogni dominio W  CC X, WDXy ,  
Tomomorfismo di restrizione FF (W  , -> FF (U , g) che si fattorizza in
F F(W  , g) HF (Xy , g) -> FF(U  , g) ha im magine nulla.
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