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SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Un problema ai linuti per sistemi di equasioni
iperboliche quasi lincari alle derivate parziali. Nota® di LAMBERTO
CEesari, presentata dal Socio D. GraFFI.

SUMMARY. — The Author considers the general canonic form for quasi linear hyper-
bolic systems with » 4- 1 independent variables x,y,, -+, ¥,, with 7 unknown functions
21, -+, 2m, measurable coefficients and Lipschitzian data, and proves a new variant of the

Cauchy problem for an infinite slab o< x < @, of small width 2 > o. The Author proves
that it is possible to assign » suitable linear combinations of the 7 unknowns on distinct
planes x = a;, o < a; < a, provided « is sufficiently small.

1. IL SISTEMA E IL PROBLEMA AI LIMITI

Coi lavori ora classici di H. Lewy [7], O. Perron [9], J. Schauder [10],
K. O. Friedrichs [6], R. Courant e P. Lax [5] i problemi iperbolici quasi lineari
e nonlineari ricevettero la loro impostazione moderna, e si mostrd che classi
di problemi nonlineari possono essere ridotti a problemi quasi lineari. Noi
prendiamo in considerazione qui la seguente forma canonica per sistemi iper-
bolici quasi lineari:

in ' r‘ 32‘,' .
(I> W'I‘ZPz'é(x,y,3>9—=fz’<X,J’>3), (X,J’>€D» 2=1, ,m,
=1 Yk
dove x,y = (y1, -+,%,) sono le 41 variabili indipendenti, » >1, dove
=z(x,y)=(2, -2, sono le m funzioni incognite, e p, ,f; sono date

funzioni in DXE”.
Noi assumiamo qui che D sia una regione illimitata, precisamente uno
strato sottile D = I, XE", I, = [x| 0 < x < a]. Invece del solito problema

(*) Pervenuta all’Accademia il 6 agosto 1973.
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di Cauchy (con dati iniziali sull'iperpiano x = 0), noi prendiamo in consi-
derazione il problema ai limiti seguenti, con dati su » iperpiani x = a;,
o0<a <a, i=1,---,m, in generale distinti. (Non escludiamo che alcuni
dei numeri @, possano coincidere).

I. Siano assegnati 7 numeri a;,, 0 <a;, <a, =1, ---,m, ed m fun-
zioni ¢, (¥), y €E’, 4=1,---,m, e sia proposto il problema di determinare
una soluzione z (x,y) = (2,," -, 2,), (*,¥) € [,XE’, del sistema (1) tale che
(2) zi(a,-,j/):npi(y), yGEr’ i=1,,m.

In particolare, se @, =o0, i=1,---,m/, a,=a, i=m'+1, -, m,

0 < m'< m, le condizioni ai limiti (2) si riducono al problema di assegnare 72’
delle funzioni g, sull'iperpiano x = 0, e le rimanenti funzioni z; sull’iper-
piano ¥ = a. Se a; =0, i =1,---,m, allora il problema (2) si riduce al
problema di Cauchy.

Noi considereremo anche il problema alquanto pili generale seguente:

II. Siano assegnati » numeri a,,0<a, <a, i=1, --+,m, ed w2+ m
funzioni Y,(y),¢;(y), y€E, 4,7=1,---,m, e sia proposto il problema
di determinare una soluzione z(x,%) = (z;, -, 2,), (x,%) €, XE, del

sistema (1) tale che

(3) jg\i[ij(y) 3j<¢i,y>=4’,‘(_’}/>, yEEr) Z.ZIJ."’M'

In altre parole, noi richiediamo che » combinazioni lineari distinte delle
2; abbiano valori assegnati su » dati iperpiani x = a,.

Questo problema II si riduce al problema I quando [¢;; ()] ¢ la matrice
identica [¢;] = [8;], 8, =1, 8;=o0 per ¢==4, ¢,7=1,---,m. Noi con-
sideriamo qui il problema I in tutta la sua generalith, e il problema II
quando [¢;] € una matrice « a diagonale principale dominante ». Con questo
intendiamo qui, per brevitd, che esista un numero 6,0 < ¢ < 1, tale che,
posto ¢; (¥) = 8, + ¢, (¥), si ha

@ 2l <o<r, yeE, Pi=1,-,m.

=1
Quando [¢;] ¢ la matrice identica, cioé¢ per il problema I, allora ¢;(y) = o,
e possiamo prendere ¢ = o.

Mediante I'uso del teorema del punto fisso di Banach noi abbiamo dimo-
strato in [1] un teorema di esistenza, di unicitd, e di dipendenza continua
dai dati, per il problema I, cosi come per il problema piti generale II nell’ipo-
tesi (4). Enunciamo brevemente il teorema nel no. 2.

Il problema di assegnare i valori delle # funzioni z; su = iperpiani
diversi (problema I), o di 7 loro combinazioni lineari su 2 iperpiani diversi
(problema II), per sistemi iperbolici della generalitd qui presa in considera-
zione, ¢ nuovo. Tuttavia, il problema I per sistemi di tipo molto particolare
fu preso in considerazione da O. Niccoletti [8] nel 1897, e ripreso successiva-
mente da vari autori, ma sempre per sistemi particolari.
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Una generalizzazione di (1) & la forma canonica di Schauder

o dz; - dz;
(5) LAij(xﬂy,z)[;j ‘I‘Lpik(x;y"g) gzj]=ﬂ(xd’»3), (x:J’)GD,
7=1 % k=1 V& i
=1, ,m.

In [2] noi abbiamo considerato i problemi ai limiti I e II per sistemi
iperbolici della forma (5) e abbiamo dimostrato un corrispondente teorema
di esistenza, di unicitd, e di dipendenza continua dai dati.

La forma canonica (5) appare, per esempio, in [10], in [3, 4] e, per »=1,
in [5]. In [5] & anche dimostrato che, per » = 1 e in ipotesi di regolarit,
la forma (5) ¢ riducibile alla forma (1), e il problema di Cauchy & poi studiato
per il sistema (1) (per » = I e in una striscia sottile I, X E') mediante ridu-
zione ad equazioni integrali e relativo uso di trasformazioni che rappresentano
una contrazione in uno spazio di Banach. Nel lavoro citato [5] vengono anche
prese in considerazione forme modificate del problema di Cauchy, come il
problema di assegnare i valori di 7 combinazioni lineari delle funzioni inco-
gnite z; sulla stessa linea x = o del piano xy, oppure su una data curva conti-
nua F passante per l'origine.

M. e S. Cinquini (vedi, per esempio [3, 4]) hanno mostrato recentemente
che anche senza ipotesi di regolaritd e per ogni » > 1, il problema di Cauchy
per il sistema (5) puo essere studiato direttamente (senza riduzione alla forma (1))
mediante 1'uso del metodo di approssimazioni successive di Tonelli. Di nuovo
senza ipotesi di regolaritd e per » > 1, noi abbiamo mostrato in [1, 2] che il
problema di- Cauchy per il sistema (5), e cosi pure per il sistema (1), pud
essere studiato direttamente mediante l'uso di trasformazioni di contrazione
e il teorema del punto fisso di Banach.

2. ENUNCIATO DEL TEOREMA DI ESISTENZA

Indicheremo con @, >0, Q> o costanti date, e con I,,, Q gli intervalli
L, =[rlo<x<q]CE, Q=[—Q,Q"CE".

IL TEOREMA DI ESISTENZA. Siano o;(x,v,2), fi(x,9,2), i=1,--,m,
h=1,---,7, funzioni definite in 1,, XE X Q, misurabili in x per ogni (y,2)
e continue in (y,2) per ogni x, ed esistano funzioni non negative m(x), I(x),
n(x), h(x), o<x<a,, m,l,n,h€Li[o,a,), tali che, per (x,v,2),(x,7,5)€
€L, XEXQ, i=1,---,m, k=1, --,7, si abbia

lpz'k(x:yiz>l£m(x) ) lﬁ(x,y,z)lﬁ”(x),
|Pt’k(x’y’z)—9ié<x’37:§)l < l(x)[ly——y“[ +13—§l]’
iy, 8)—fi (2,7, D] < h@) [ly—7| +12—2].

Siano c;(y), y € ¥, i,j=1,---,m, date funzioni ed esistano costanti
o<o<1,INA>o0 tali che per tusti gli y,y€ ¥, i,j=1,--+,m, valga la
(4) e si abbia

lesDI<T , ey () —c; DI<Aly—7].
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Siano ;(y), y€E', i =1, -, m, date funzioni continue in E', ed esistano
costanti &y, Ny =0 tali che, per tutti gli v,y € B, i =1, ---,m, si abbia

<I—=a)Q , [$:NI<e , [$:N—wD| <A |y—7|

Allora esistono una costante Q >0 ed un numero a, 0< a < a,, tali che,
comungne siano assegnati i numeri a;, 0 < a; < @, 1 =1,---,m, esistono m
Sungioni z(x,y) = (21, - ,2,), (x,9)=(,y1, ,9) € ,XE", continue
in 1,XE, assolutamente continue in x per ogni v, tali che, per tutti gl
x,9),(x,9) e, XE, i=1,---,m, s ha

lz;(x,N1<Q , o, )—a@E, N <Qly—7],

e le funzioni z; soddisfano le condizioni ai limiti (3) ovungue in E e le equa-
gloni differenziali (1) quasi dappertutto in 1, XE.

Una dimostrazione di questo teorema di esistenza & data in [1] insieme
con stime del valore di @,0< 2 < a,, che dipendono soltanto dalle co-
stanti &y, Q, 6, A, ', Ao, e dalle funzioni date »,%,/,4. In [1] dimo-
striamo altresi che la soluzione z(x,y) = (¢ ,---, 2,) del problema di cui
sopra ¢ unica nella classe indicata in [1], e dipende da ¢(¥) = Yy, -, ¥,
con continuita. In [2] dimostriamo anche un teorema analogo per il sistema (5).
In altri lavori si mostrera come i risultati di Niccoletti e quelli di altri autori
circa il problema I siano casi particolari della presente ricerca. Si mostrera
altresi che il teorema di cui sopra pud non essere valido quando la condi-
zione (4) non ¢ soddisfatta.
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