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Fisica  m atem atica . —  Dualità e reciprocità per le equazioni non 
lineari dell'elettromagnetismo ereditario {* (**)\  Nota II di M a u ro  F a b r iz io ,  
p resenta ta dal Socio D. G r a f f i .

R ésum é . — On recherche les conditions par lesquelles les théorèmes de dualité 
établis dans la Nota I sont réduits à des théorèmes de réciprocité.

i. R icordiam o che nella N ota I abbiam o stabilito, per le equazioni 
non lineari dell’elettrom agnetism o ereditario, una relazione di dualità espressa 
da (1,21) (D.

In  questa seconda parte  affronteremo la questione di pervenire a teo
remi di reciprocità in senso stretto, cioè identità tra  il P roblem a 1 e il loro Duale.

A  tal fine, lim itandoci al caso lineare, è im portante stabilire quanto 
A M =  A". Per la particolare form a della trasform azione R si dim ostra ne
cessario che:

(II, 1) djg B — 3e B ; 9h D =  — 9h D .

Tale restrizione si aggiunge alla condizione term odinam ica (F; 2,10). Quindi 
una reciprocità del tipo (1,21) potrà sussistere soltanto quando 9EB =  9HD =  o, 
cioè quando il m ateriale non è bianisotropo.

Infatti, per mezzi lineari non in moto, Kong [2], [3] giunge alla conclu
sione che i m ateriali bianisotropi sono non reciproci.

Solitam ente per problem i non lineari non si è cercato di form ulare teoremi 
di reciprocità. In  effetti, come vedremo fra breve, tale possibilità esiste sotto 
particòlari condizioni anche per m ateriali non lineari.

Infatti, lim itandoci a m ateriali non bianisotropi e non ereditari, quindi 
Cu =  o, se v verifica la condizione:

1
çi tief / çâ

( I I ,2) dv F (1V) =  A u (x ,T —  t) =  ( Sru STU $ (tu (t)) dr
j
0

allora

(H.3) =

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca per la Matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta del 26 novembre 1973.

(1) Le formule indicate (I , •) sono relative alla Nota I, mentre con (F ; •) rappresen
tiamo le formule del lavoro [1].
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Poniam o quindi

(11,4) P' ( x , t ) = f P ( v ) - A i ^

dove v è soluzione della relazione (11,4) e verifica le condizioni:

v e 2) , v (x , o) =  o quasi dappertu tto  in Q .

Allora, per (11,3) e (H ,4), la soluzione v del problem a D uale è soluzione 
anche del Problem a 1.

Q uindi in tale caso sussiste una reciprocità per il P roblem a 1.
Per m ateriali bianisotropi lineari, come detto, non è possibile stabilire 

una reciprocità del tipo (1,22). È pertanto  interessante cercare di modificare 
la relazione di reciprocità in modo da eliminare tale limitazione.

Pertanto, tra ttando  sem pre il caso non ereditario, consideriamo l’identità:

df f  - v) a~ f i  f i -  - *)Q -  (p - d* = 0 •(11,5)

Se v è una arb itra ria  funzione tale che v e 2), v (T) =  o allora si ottiene con 
le medesime considerazioni utilizzate per pervenire ad (I,2o):

t T

(IT,6) f  ((«  , A" ( , ) - £ ■ ) „ -  (« ,  d* +  [  (p , d . =  o
0 0

dove

(H ,7) A“ (t) =  j dTu ^  ( t u  (t)) d T  .

Consideriam o ora l’analogo del problem a duale studiato prim a.

DEFINIZIONE i (Problem a Aggiunto). I l  problema aggiunto consiste nella 
ricerca di una funzione v e ® tale che per ogni p* e L 2 (I , L2 (Ü , R6)) verifichi 
le seguenti due condizioni nel dominio Q* =  Q X ( T , o):

a') A u (x , t) — A' —  p* =  o quasi dappertutto in  Q*

b') v (x , T) =  o quasi dappertutto in  £i .

Tale problem a quindi è molto simile al problem a duale considerato, m a risulta 
im postato sull’intervallo tem porale (T , o).

Si ha cosi im m ediatam ente da (11,6) e a'):

T e o r e m a  i (D ualità ridotta). Se u , v e 2) sono rispettivamente soluzioni 
del Problem a 1 e del Problem a Aggiunto allora deve essere:

T T

(11,8) (v (t) , p (fj)Q d t  = (u (t) , p*(t)) dt .
0 Ö
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Secondo tale form ulazione si può stabilire una relazione di dualità anche 
per m ateriali bianisotropi, in quanto la condizione (II, 1) non viene richiesta.

2. L a condizione di reciprocità, come noto, discende in m aniera naturale 
per i problem i lineari, m entre nel caso non lineare il suo campo di validità 
risulta alquanto limitato.

Com unque nel caso di una singola equazione non lineare è possibile 
pervenire ad una form ulazione del problem a nella cui definizione è contenuta 
già una forma di dualità, che perm ette di stabilire una relazione generalizzata 
di reciprocità.

E  interessante notare come tali forme di reciprocità si possono m ettere 
in relazione con la correttezza del problem a considerato, cioè esistenza, unicità 
e dipendenza continua dei dati per la soluzione del problema.

Infatti sia nel caso lineare che in quello non lineare relativo ad una singola 
equazione è possibile form ulare il problem a in m aniera corretta.

Consideriam o pertanto  in Q =  R “ X (o , T) il problem a di C auchy rela
tivo alla equazione:

(H.9) u,, +  f f i = f  * > ( .) ( (?

(11,10) w  |/=0 =  w°

dove /  e L2(Q) e w° e LYQ).

DEFINIZIONE 2 (Kruzkov [4])- Chiameremo soluzione generalizzata del 
problema (11,9), (H ,io ) in  Q =  RM X (o , T) una funzione w  e L°°(Q) tale che\

1) per ogni costante k e per ogni 9 e C1(Q) limitata e 9 >  o verifica-.

(H , 11) (  {| —  k I +  sign (w —  k) {ti {w ) —  t i  {k)) <pj +
Q

4- sign (w — ti) f y  } dx àt >  o ;

2) per quasi tutti i  t  e [o , T] la funzione w {x , t) è tale che per ogni 
R >  o:

(H ,I2) lim  I I w (x , t ) — w° {%) I àx — o .
0 J! |̂<R

Se con w ' indichiam o una soluzione nel senso generalizzato per il problema:

a r o )  « , ; + % !  =  / •

(11,14) w ’ w °

allora, sotto le stesse ipotesi della Definizione 2 per k e 9, deve risultare:
r
I { I — k\ +  sign (w r— k) Çh \w ') — h \k))  +  sign (w f— k) f<p} à x à t > o .
Q
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Seguendo il medesimo procedim ento utilizzato da K ruzkov [4] per pervenire 
al teorem a di unicità per il problem a (11,9), (H 4 0 ) si ottiene la seguente 
disuguaglianza:

( I I .15) J { \ w  — w' \ <pf +  sign (w — w') (Ji (w) —  h l {w')) <pxi - f  
Q

+  sign (w — w') ( / — / ' )  <p} dx di >  o .

Come si vede, si presenta una reciprocità fra le soluzioni w ,w ' e le sorgenti 
f  >f ì  dualità esistente anche nella definizione di soluzione m ediante la (II, 11) 
fra w  e k  (ricordiam o che k è soluzione (11,9), (I I ,io )  quando w° — k 
e /  =  o).

L a reciprocità espressa da (II, 15) si può ulteriorm ente esplicitare.
A  tale scopo se y St o, indichiam o con { 8y (g ) } l’insieme delle funzioni 

appartenenti a C°°(— 0 0 ,0 0 )  per cui:

§Y (g ) >  o , Sy (a) = o per | g  | >  y

OO

I SY (er) I <  , J SY (ct) da =  i .
— OO

a

Definiamo poi aY(cr),= j  der. Consideriamo i num eri t0 , t± appartenenti,
— OO

a meno di un insieme di m isura nulla (vedi [4]) all’intervallo (o , T 0),
/ « \ 1/2

essendo t0 < t 1 e T 0 <  T. Le | w  | <  M, | w' \ <  M e N =  m ax 2  (A ) ,
. /TT . I-I<m V=i /poniam o in (11,15):

(II, 16) =  [ay (t to) ■ Oy (T h)] Xe (x  . 0

dove y <  m in (i0 , T 0 /x) e (x ,t)  =  i —  ay Q x  \ —  N (T —  f) -— r  +  s) 
con r  >  o.

Osserviam o che dalla definizione di ( x , t) risulta:

Xe +  N I xl  I =  o .

Pertan to  da (I I ,1 5) si ottiene:

( I I .17) j [SY(  ̂—  i0) — SY(  ̂—  ^1)] Xs(x , i) l'W —  w' \  dx  di  +
Q

+  fJ  
10

sign (w — w')  ( /  — / ' )  xs (x , t) dx  di  >  o
RM
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quindi per £ -» o:

T

(II, 18) j  [8y (t —  /0) — 8y (t — /j)] I I w  — w'  I dx di  +
Ö |4<N(T-0+»-

il
+  I !  sign (w — w f) ( / —  / ' )  dx dt  >  o

K M<N(T - t )  +  r

infine per y o otteniam o per quasi tu tti i t0 , t± e [o , T] la disuguaglianza: 

(11,19) I I W (x , —  w'  (x , / J  I dx <  I I w (x , /0) — w ' ( x ,  t0) ! dx  +
\ x \ < N ( T ~ t 1) +  r \ x \ < N ( T - t 0) +  r

+  f  j sign (w — w')  ( / — / ' )  dx d t .
U \- \̂<  N(T —9 + r

D a cui per to -> o, ricordando le condizioni iniziali ( I I , io), (II, 14),, si ha:

T eorem a 2. Se le funzion i limitate w  , w F (| w  | <  M , | w'  | <  M) sono 
soluzioni generalizzate del problema (11,9), (II ,i°)  secondo la Definizione 2, 
allora risulta per quasi tutti i t e  [o , T]:

( I I ,20) j" I w (x , t ) —- w ' ( x , t ) \ d x <  j j  sign ( w — w')  ( / — / ' )  dx d t .
W < N ( T - 0 + r  0 b ' | < N ( T - 0 + r

Tale disuguaglianza, che esprime una reciprocità fra i problem i considerati, 
afferm a la stabilità della soluzione rispetto alle sorgenti esterne.

D a esse si possono ricavare informazioni interessanti suH’andam ento 
delle soluzioni.

F ra  F altro se:

allora
f  > / '  quasi dappertu tto  in Q

w > V  quasi dappertu tto  in Q.
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