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Probabilita. — 7eoremi limiti funzionali per sistemi moltipli-
cazrvi. Nota 111 di ALvaro GonzALEZ VILLALOBOS, presentata @ dal
Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — In this part ITI (cf. [1] and [2]) we prove a functional limit theorem for
random elements in the space (D, ®) constructed on the basis of the partial sums of a series

00
> a7, (%) t.[;j. (x), where {7'] (4)} denotes the system of Rademacher functions, ajeR, and
=1

{4 (x)} is a uniformly bounded orthonormal system in the interval [0, 1]. We also consider
the linear means of Zaj 4),,]. (¥), where {{;} is the Walsh orthonormal system and n; +1/nj2
=>g>1

1. Denotiamo con {7;(4)}, j=1,2,---,il sistema di Rademacher
definito nell’intervallo [0, 1]. Sia {{; (%)}, j=1,2,---,x€[o, 1], un
sistema ortonormale limitato (| {;(x)| < K) di funzioni reali, e sia {4},

7= 1,2, -+, una successione di numeri reali. Poniamo
m 1/2
Am=(2412) ,AQZO,
\/=1
%
cgh)(x)———ziajrj(}z)kpj(x) per 4e€fo, 1], E=1,2, -,
=
e
oy (x) = o.

TEOREMA 9. Supponiamo che il sistema {;} soddisfi alle seguenti
condizions:

1
@ f¢?<x> C@dr=1, ity
0

1
® f¢?<x>¢f<x>¢k<x>dxzo, i 4
0

O [G@U@DU@G@dr=0, it bt p;
0./

e che la successione {a;} sia tale che

() A,, — oo ; (i) max 4} =0(AZ), o<B<1.
1</<m

(*) Nella seduta del 15 dicembre 1973.
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Se XD (2,0 =A%) per te[APAL AEALY], A=o0,1, -, m O
e se P ¢ una misura di probabilita in ([0,1],B) @ assolutamente continua
rispetto alla misura di Lebesgue, allora esiste A C o, 1] tale che P(A) = o
e per ogni heA k

XW m=>eo in (D,9).
Inoltre, A puo essere scelto indipendentemente da P.

Dimostrazione. Poggiando sulle proprietd (4) e (¢) e sulla diseguaglianza
di Bessel, & facile vedere che

1
(9.1) [ [6% (x) — o' (x)]" dx < C (AL — A2?,
/

dove C & una costante indipendente da 7 ,m (n <m) e Z€[o, 1] ®,
Per il momento supponiamo che P abbia la seguente proprieta:

(9.2) P (B) =|Bo[™ | BN Bo]|

per tuttii B €&, dove BpCJ[o, 1] & un insieme fisso, | Bo|> o.
In queste ipotesi, da (9.1) si deduce che

(9:3) {XPy ¢ «tight» in (D, D)

per ogni 4 €[o, 1] (cfr. [1], Teorema 3, formule (3.3)—~(3.7)).

Proviamo che esiste un AC[o, 1] tale che P(A)=o0, A non dipende da
P e per ogni #€A e per ogni p-upla (&, -, E) eo<# <--- <t <1 di
numeri razionali, si ha

Vs ?
(9.4) 2EXD (0= 2 EW, ().

Posto
p‘ (%) P"‘ -1 kii
2.1 £ XD (e, 8) = 2,1 £ A, ,2,1 a;7; () 4 (%)
7= 7= J=

dove 4, = /k;(m ,¢), si ha

©.5) 38 XD (e, 1) = A D by (B Uy () = SO (8)
i=1 J=1

(1) Scriveremo % = % (m , ?).

(2) Salvo.avviso contrario, le notazioni sono quelle stesse usate in [1] e [2].

(3) Il Teorema 9 resta vero per un sistema ortonormale uniformemente limitato {47}
che soddisfi alla (@), purché valga la (9.1). In particolare, se ¢; (x) = 2%% cos 2 iy x ed n; &
una successione lacunare, le condizioni (a), (5) e (¢) possono essere eliminate.

46. — RENDICONTI 1973, Vol. LV, fasc. 6.
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con
‘éﬂ

(9.6) bm,j = @ Z £, 840 s per j<m,b, ;=0 per j>m
=1

ed inoltre 3,,;=1 se j < 4;e §,, ;= 0 negli altri casi.

m
Se B}, = Z bf,,,j, ¢ facile vedere che
7=1

P —
(9.7) lim A,”B% = X824+ 2 1 2, EE4=L.
i=1 <»

m—>00 <i<j

Pertanto la (9.4) sara stabilita non appena mostreremo Iesistenza di un
A CJo, 1] tale che P(A) = o, A non dipende da By e, per ogni A€R, €A,

(9.8)  F,,(0) = |Bo|™ | {xeBo:A,"S{) (x) <2}| === N (o, L) [].

Chiaramente la (9.8) & vera se lo & nel caso che By sia un intervallo della forma
(0, a) con @ razionale, 0 < @ < 1. Per dimostrare (9.8) con By = (0, @) si
puo procedere come nella dimostrazione del Teor. 1 di [1], fino ad arrivare a

©9) Pma()=0(0)+(exp (—1°Lj) &t | TT (1-+ 045" b7, 00y (2 d
0 77

dove ¢,,,, & la funzione caratteristica di F,,,, .
Pertanto rimane soltanto da provare che

a

(9.10) K, (h) =—a —|~j iiIl (1 + 20AL b, 7 ()Y () dx 2 0 q. 0. (A).

Dalla (ii) segue
1
(9.11) [ 1K, 0 dhi = O (A%
0
(cfr. [4], pp. 262-263) D). Fissiamo 0> 1, e sia #, il primo intero tale che

0’ £A3j< 0/*! (tale intero esiste sempre per j abbastanza grande, cfr. [4],
p. 247). Dalla (9.11) si deduce

(9.12) ujs "2 exp (=2 Lj2)  g.0. (%),
(4) Il Teorema (3.4.1) di Salem e Zygmund (cfr. [4], 261-263) si pud generalizzare

immediatamente ad una successione doppia &ém,; tale che &m,; > 0,bm,; =0 per j>m
e bm,; crescente con 7. Ma questa condizione & troppo restrittiva per i nostri scopi.
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Per n; <m < mjy, si ha

©13) 1 @ms W)= W] <a™' 2] f | AL S (2) — AL SD ()| de <
0

1 1
< a2 gA,f f (S — S dx + (A — ALY f [S51% dx +
0 i

1
1/2
—1 —1 (). 2 -1
+2 (A —AL { f () dx] A,

0

1
/(SSZ) - S%))2 di}llzg .
0
Per ogni Ze€]o, 1] otteniamo

1
o1 A AT [ @) dr = 85— AT Bl <
0
2,42 72 2 2 -2 2
<ALT(A AL, — D) B, < (6° — 1) A, B,
.l
(9.15) A7 J (SO —SPy dw <
0

?
< p(é a?) (0" — )+ (AT AL —APAL 6794 -+ (AL°AL, —A AL 679)],

dove éi = éz‘ <nj ) [i> y §; = 8 (m ’ tz‘) .
Combinando le (9.14), (9.15), (9.13) e (9.12) si ottiene subito la (9.4).
Siano ora & ,---,§,€R e RN Ej;, 0<#4<--+<t<1 razionali
Se max | —E: > < p*®| Byl valgono le:

1<i<p

P<‘ i?(ﬁ;*if) XD (x, £) >e)g

?
—1 * U —92 A2
<|Bo[™e?p” max |§—E|® DACAL <,
1<i<p =1

12
P*<IZ(§,-——€?)WH(-){ >e)§e_2p3 max |§—E P<c¢.

1 1<i<p

Pertanto

P*(ﬁjiiw,l.(-)gl—2€>—28 gHP(}iii XD, 8) Sl) <
T oo 1

s
SP*(E&W&(') <7\—|—28>+28
1

per quasi-tutti gli %4, indipendentemente da By .
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Allora, il teorema di Cramér-Wold implica
(9.16) X ¢t X Gt = (Wa ()4, W, ()

per # razionali e quasi tutti gli 4, indipendentemente da By. Al fine di estendere
la (9.16) a tutti i valori reali 0 <<# <---<#, < I, consideriamo dei razio-
nali o <4 <--- <z§g 1 tale che o < max (z‘,-——z‘f)< p1e3| Bo|. Allora,

1<i<p

?

Al
2,1P(ax§ﬁ)<x,z,.)—x§ﬁ>(x,z?>[ >e) < pe?|Bo[™ max |[4—4 | <e,
i= 1</i<p

e cosi

R V4 \
PA W () < —e))—e < lim P(A (X0, ) =)<

m—> 00

O

I

gP*(r’f\ (W, ()< +~e}> +e

per quasi ogni %, indipendentemente da Bg. Pertanto

m—>00

= (W, (1), W, (4)

(XSZ)< sfl) PRI XZ)( rt;ﬁ))

q.o. (£), indipendentemente da Bo.
Di conseguenza, per la (9.3),

(9.17) XPsW  in (D,9),

q.o. (%), indipendentemente da P, purché P soddisfi la (9.2). La condizione
(9.2) puo essere eliminata per le ragioni esposte nella dimostrazione del teor. 3
di [1]; pertanto il teor. 9 ¢ dimostrato.

2. Terminiamo mostrando come i metodi usati permettano di generaliz-
zare un teorema di Morgenthaler (cfr. [3], Th. XXVII, s00-505) stabilendo
un risultato simile al teor. 3 di [1].

Sia {¢; ()} ,j=1,2,--, il sistema ortonormale di Walsh, cio¢ il com-
pletamento del sistema di Rademacher. Se {{,;} & una successione lacunare,
njy1/n, > g > 1, allora la corrispondente successione {X,, (o ,#)} di elementi
aleatori definita nel teor. 3 di [1] & «tight» in (D,<). Infatti, la (3.1) nella
dimostrazione del teor. 3 & ovviamente valida per 1 >3, e pertanto dalla
diseguaglianza di Jensen ¢ facile vedere che lo & anche per / <¢ < 3. Di
conseguenza, il teor. 2 (cfr. [1]) implica che il teor. 3 vale per ogni successione
g-lacunare {¢, } con ¢ > 3. Questo risultato generalizza il citato teorema di
Morgenthaler nel caso ¢ > 3. Osserviamo infine che questo teorema si pud
estendere (cfr. [1], teoremi 1 e 2) a successioni doppie. Da cid si deduce che
il teor. 3 & vero per ogni sottosuccessione {{,;} del sistema di Walsh, con
njy1ln; = ¢ > 1.
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