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Probabilità. — Teoremi limiti funzionali per sistemi moltipli
cativi. Nota III di A l v a r o  G o n z â l e z  V i l l a l o b o s , presentata (#) dal 
Socio B. S e g r e .

SUMMARY. — In this part III (cf. [1] and [2]) we prove a functional limit theorem for 
random elements in the space (D, <$) constructed on the basis of the partial sums of a series

00

\ i  a; rAh) ^ A x )> where {r . (k) }  denotes the system of Rademacher functions, a. eR, and 1 J J J J J
{ fe W }  is a uniformly bounded orthonormal system in the interval [o , 1]. We also consider
the linear means of where {<Jy} is the Walsh orthonormal system and n - , J n . >
>q> I. J J

I. Denotiam o con {^j(f i )}  , j  =  1 , 2 , • • - , il sistema di R adem acher 
definito nell’ intervallo [ 0 , 1 ] .  Sia { (x) }, j  =  1 , 2, • • •, x  e [o , 1 ], un
sistema ortonorm ale lim itato ( l + y W I  <  K) di funzioni reali, e sia {a, -} ,  
j  =  i , 2 , • • •, una successione di num eri reali. Poniam o

/  m  \  1/2

=  , A 0 =  O ,

k
< $ \x)  =  S  aj rj  (ß) h  O ) Per [o , 1] , k  =  I , 2 , • • -,

y -i
e

CT(f> (X) =  O.

TEOREMA 9. Supponiam o che il  sistema { }  soddisfi alle seguenti 
condizioni:

1

(a) j  (x) (x) d x = i ,  i = f j ;
0

1

f )  J  $  (x) tyj (.x ) tyk (x) dx  =  o , i =}=/ 4= k  ;
<r

1

00 f  (%) i>j (x) (x) ^ ( x ) d x  =  ó ,  i  f = j  =j= k  =j= p  ;
J0

e che la successione { a f i  sia tale che

(i) °o ; (ii) m ax a* =  O (A® p) , O <  ß <  I .
1 <  y <  w

(*) Nella seduta del 15 dicembre 1973.



A lv a ro  G onzalez V illa lo b o s , Teoremi limiti funzionali, ecc. 6 8 7

Se X (Ì } (x  , t) =  A “ 1 eri*) (V) yter / e  [A“ 2A l , A “ 2 A f+1], * /§ =  o , 1 , • • -, m  W; 
 ̂ ^  P  ̂ m isura d i probabilità in  ( [o , 1 ] , ©6) <2) assolutamente continua 

rispetto alla m isura d i Lebesgue, allora esiste A C  [o , 1] tale che P (A)=  o 
e per ogni k  G A

m (D,®) .

Inoltre , A  essere scelto indipendentemente da  P.

Dimostrazione. Poggiando sulle proprietà (A) e (c) e sulla diseguaglianza 
di Bessel, è facile vedere che

1

(9-1) f  (x) — af (x)f dx<C (Al — Af)2 ,
ó

dove C è una costante indipendente da n , m  (n <  m) e k  E [0 , 1 ]  (3K 
Per il m om ento supponiam o che P abbia la seguente proprietà:

(9 .2) P (B) =  I B0 I“ 1 I Bf ìBoI

per tu tti i B e gB, dove B0 C [o , 1] è un insieme fisso, | B0 | >  o.
In  queste ipotesi, da  (9.1) si deduce che

(9-3) {X 2}} è «t ight» in (D , S>)

per ogni h e [o , 1] (cfr. [1], Teorem a 3, formule (3.3)—(3.7)).
Proviam o che esiste un A  C [o , 1 ] tale che P (A) =  o, A  non dipende da 

P e per ogni k $ A  e per ogni A~upla , • • •, Q  e o <  tx < •  • • <  tp <  1 di 
num eri razionali, si ha

(9.4) i p . x L A -  , O ^ Ì A w , . ( - ) .
*=l »= 1

Posto

t  h  (X , ti) =  t i  l i  A ^ 1 t  aj rj (h) (x) ,
ì = i  *=1  y = i

dove =  4- (m  ì li)) si ha

P m
(9-5) Ü  £,■ X<? (*, *,.) = A - 1X  bmJ rj (h) (x) =  (*)

z=i y=i

(1) Scriveremo k — k {m , /).
(2) Salvo, avviso contrario, le notazioni sono quelle stesse usate in [1] e [2].
(3) Il Teorema 9 resta vero per un sistema ortonormale uniformemente limitato {4y} 

che soddisfi alla (a), purché valga la (9.1). In particolare, se tyj(x) — 21/2 cos 2 iznj x  ed nj è 
una successione lacunare, le condizioni (a), (b) e (e) possono essere eliminate.

46. — RENDICONTI 1973, Vol. LV, fase. 6.



688 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LV -  dicembre 1973

con

A
(9.6) bmj  =  aj 2  \ . , j  per j <  m  , bmJ  =  o per j  >  m

ed inoltre §^.,y =  1 se j  <  ^  e &̂ .}y — o negli altri casi.
m

Se =  2  #L,y, è facile vedere che 
y=i

(9-7) Bm A w -f- 2 ^  -  L  .
m-^00 i  =  ì 1 < i < j < P

Pertanto  la (9.4) sarà stabilita non appena m ostrerem o resistenza di un 
A C  [o , i ] tale che P (A) =  o, A non dipende da B0 e, per ogni X € R, h & A ,

(9.8) Fm,A (X) =  I Bo r 1 1 { x e  Bo : A ” 1 S Ï  (a:) <  X} | N ( o , L) [X].

C hiaram ente la (9.8) è vera se lo è nel caso che Bo sia un intervallo della forma 
(o , a) con a razionale, o <  a <  1. Per dim ostrare (9.8) con Bo — (o , a) si 
può procedere come nella dim ostrazione del Teor. 1 di [1], fino ad arrivare a

a
f* m

(9 -9) 9m,A (X) =  0 (1) +  (exP (•— ’/2 L/2)) a~Y I JX  (1 +  b„,j ry (fi) (x)) àx,J j = 1 0

dove cpmth è la funzione caratteristica di Fm)h .
Pertanto rim ane soltanto da provare che

a
r m

(9.10) K m(A) = — a +  / I T ( i +  «XA“ 1 b„tj Tj(fi) (x)) d x . 0 q 0 . (A).
J0

D alla (ii) segue

1

(9.11) | | K , „ ( Ä ) | a dÄ =  0 (A®(“- 1))
ò

(cfr. [4], pp. 262-263) (4)- Fissiamo 6 >  1, e sia il primo intero tale che 
<  A nj<®J+1 (tale intero esiste sempre per j  abbastanza grande, cfr. [4], 

p. 247). D alla (9.11) si deduce

(9 -12) <pBy;, ( X ) ^ ? - , e x p ( - X 2 L/2) q.o.(f i ) .

(4) Il Teorema (3.4.1) di Salem e Zygmund (cfr. [4], 261-263) si può generalizzare 
immediatamente ad una successione doppia bmj  tale che bmj  >  o , bm,j — o per j  >  m 
e bm j crescente con m. Ma questa condizione è troppo restrittiva per i nostri scopi.
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Per rij <  m  <  nj+i,  si ha

(9 . 13) I (X) —  (X) I <  Æ- 1 1 XIJ I A “1 S «  (x) —  A - 1 SÇ (x) I dx  <
0

1 1
<  « -2 X2 1 A - 2 j  (S2> —  S ^ )2 d* +  (A -1 —  A “ 1)21  [S ÿ ]2 d* +

1 1 
+  2 (A“ 1 •— A “ 1) J  (S^)2 dx  1/2 A “ 1 J  (S® —  S « )2 da:

1/2

Per ogni ^ G [o , 1] otteniamo
1

(9 . 14) (A“ 1 -  A "1)2 J  (SÇ ( x ) f  dx  =  (A'.1 -  A "1)2 BI. :

<  A “2 (A"2 A 2y+1 -  I) B2y <  (62 -  I) A "2 B2y ,

(9-iS) A ~ 2  /  r Q l k ) ___
I ^ nj  ' dx  <Ç

P

Zi = 1
< P \ 2  d)  [(62— 1) + (a -2a?1—a - 2a !1 e-2) + • • • +  (A“2A?>—a-.2aI  ̂r 2)],

dove ki =  4- («y , tt)  , j,- =  jf. (m , t;) .
Combinando le (9.14), (9.15), (9.13) e (9.12) si ottiene subito la (9.4). 
Siano ora £1 , • • •, \ p 6 R e £* , • • • , £ * ,  o <  tx <  • • • <  tp <  1 razionali. 

Se max 11*,-•— |2 < />-3 e3 | Bo | valgono le:
1 <i<p

2 &  —  £ ) X (*> (* ,/,.) > s  <

<  I Bo I 1 s 2 p % max | —  1* |2 • 2  A « 2 Aj <  s ,
1<!<P i—1

p* >  £ <  S 2 / 3 max I 4- —  S* I2 <  S • 
/ !<*</

Pertanto

P*( Ì A W / . ( - ) < X - 2 s j —  2.e <  J im  P ( S  l i  XÌ?(- , O  <  x) <
W2—>00 '  ̂ >

+  28

per quasi-tutti gli h% indipendentemente da B0 .
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Allora, il teorem a di C ram ér-W old implica 

(9.16) (X 2>(- , ^ ) ) ^ ( W <1( 0 , - - - , W ^ ( . ) )

per ti razionali e quasi tu tti gli h , indipendentem ente da Bo. Al fine di estendere 
la (9.16) a tu tti i valori reali o <  tx <  • • • <  tp <  1, consideriamo dei razio
nali o <  t* <  • • • <  tp <  i tale che o <  m ax (t£ —  U) <  p~x s3 | Bo | . Allora,

1 <  Z <  P

p
ü  P(l X ^  ( x , t{) —  X ^ \ x ,  t*) I >  s) <  pz~* I Bo I-1 m ax 11,- — Z* | <  e ,
Z=1 1<i<P

e così

F n { W t* ( - ) < \ - -
.«•=1 *

—  e <  lim P n { X
1

{h) <

< P *

per quasi ogni h , indipendentem ente da Bo. Pertanto

ih) . ’( W , ( 0 d v W J . ) )

q.o. (k)> indipendentem ente da Bo.
Di conseguenza, per la (9.3),

(9 -17) X (* U W  in ( D , ® ) ,

q.o. (k), indipendentem ente da P, purché P soddisfi la (9.2). L a condizione 
(9.2) può essere elim inata per le ragioni esposte nella dim ostrazione del teor. 3 
di [1 ]; pertanto  il teor. 9 è dim ostrato.

2. Term iniam o m ostrando come i metodi usati perm ettano di generaliz
zare un teorem a di M orgenthaler (cfr. [3], Th. X X V II, 500-505) stabilendo 
un risultato  simile al teor. 3 di [1 ].

Sia { (x) } y j  =  i , 2 , • • •, il sistema ortonorm ale di W alsh, cioè il com
pletam ento del sistema di R adem acher. Se è una successione lacunare,
Hj+i/nj > q >  i, allora la corrispondente successione { X m (co , t)} di elementi 
aléatori definita nel teor. 3 di [1] è «t ight» in (D , 2V). Infatti, la (3.1) nella 
dim ostrazione del teor. 3 è ovviam ente valida per 1 >  3, e pertanto  dalla 
diseguaglianza di Jensen è facile vedere che lo è anche per l  <  q <  3. Di 
conseguenza, il teor. 2 (cfr. [1 ]) im plica che il teor. 3 vale per ogni successione 
<7—lacunare •} con q >  3. Questo risultato generalizza il citato teorem a di 
M orgenthaler nel caso q >  3. Osserviamo infine che questo teorem a si può 
estendere (cfr. [1], teorem i 1 e 2) a successioni doppie. D a ciò si deduce che 
il teor. 3 è vero per ogni sottosuccessione {ipn.} del sistema di W alsh, con 
nj+i/uj > q  >  I.
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