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Algebra. -— Sur une extension du lemme de Green. N ota di 
J e a n - C l a u d e  A n s c o m b r e , presentata (*} dal Socio B. S e g r e .

RIASSUNTO. — Si introduce un’estensione della nozione àtequivalenza di Green, e di 
essa si studiano varie proprietà. L’applicazione al caso particolare del semi-gruppo degli endo
morfismi di un’algebra astratta (nel senso di G. Birkhoff) =  (A , $), fa apparire l’interesse 
di considerare questo semi-gruppo come un sotto-semi-gruppo del semi-gruppo delle appli
cazioni di A in A; e ciò permette di caratterizzare i gruppi di Schutzenberger associati ad alcune 
classi di equivalenza.

i . R a p p e l s

1.1. Equivalences de Green.

E tan t donné un semi-groupe D quelconque, les équivalences de Green 
$1 et 2 attachées à D sont définies de la façon suivante:

a%b 4==> I a) =  I b) ; a2b 4==> (a | =  (b |

définitions dans lesquelles:

I d) =  a u  aD ; (a | =  a \j Da

i.e. les idéaux principaux respectivem ent à droite et à gauche engendrés par 
a élément de D. On pose en outre:

K =  3t n  2 , O =  Sup (oit, 2) .

On m ontre alors que: cil et 2 sont deux équivalences de D : cü est reguliere 
à gauche, 2 est régulière à droite, et O =  $2 (i.e. % et 2 commutent). De plus , 
oh et 2 satisfont le lemme de Green (cfr. § 2 pour l’énoncé de ce lemme).

1.2. Une première généralisation des équivalences de Green.

Suivant une idée de M. Crestey, on peut donner à la théorie des équiva
lences de Green l ’aspect plus général suivant:

Soient: E un ensemble quelconque, F et A deux familles d ’applications 
de E dans E possédant les propriétés suivantes:

(i) F et A sont stables pour la composition des applications;
(ii) L ’application identique s appartient à A et à F;
(iii) (VS e A) (Vy e T), yS =  Sy .

On in troduit alors les relations de Green % et 2 par:

acM  «==> A a =  A b ; a2b 4==» Va =  Tb.

(*) Nella seduta del 15 dicembre 1973.
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On pose en outre: JC — £ n  cR , 3) =  Sup (èü , £). On peut alors m ontrer que: 
£R et £ sont deux equivalences de E  : £R est Y—régulière, £ est A-régulière,
2) =  êR£. De plus , cR ^  £ satisfont encore le lemme de Green.

2. G é n é r a l is a t io n  d e s  n o t io n s  p r é c é d e n t e s

2.1. Lemme de Green généralisé

Nous nous proposons m ain tenant d ’introduire une définition plus générale 
des équivalences de Green, telle que les deux définitions précédem m ent données 
apparaissent comme des cas particuliers de cette définition générale.

Pour ce faire, nous considérons deux ensembles E et F tels que E C  F. 
Nous allons définir les relations de Green généralisées sur E.

DÉFINITION 2.1 .1 . Etant donnés deux ensembles K et F tels que E C F, 
nous appellerons opérateurs de Green de E deux ensembles A et Y d  applications 
de F  dans F, satisfaisant aux conditions suivantes:

(i) A et F sont stables pour la composition des applications;
(ii) Lapplication identique s appartient à A et à T;
(iii) (VS e A) (Vy e Y) 8y =  yS ;
(iv) (Va e F) (VS e A) (Vy e T) si a e F, si Sa e E  et si y a e E, alors 

8ya E E.

R em arquons que, contrairem ent aux cas précédents, les opérateurs de 
A et de Y n ’appliquent pas en général E dans E. Dans le cas particulier où 
E  =  F, la définition donnée ci-dessus se confond avec celle donnée en 1.2.

DÉFINITION 2.1.2. Nous appellerons relations de Green généralisées sur 
E les deux relations âR et £ définies sur E comme suit:

(Va e E) (Vb e E) : aMb <=» Aa =  Ab ; a2b <=» Ya =  Yb.

Nous poserons en outre'.

JC =  ü  n  £ ; 3) =  SupE (gR , £).

P r o p o s i t io n  2.1.3. K , oR , £ , 3) sont des équivalences de E. S i a%b , 
si y e Y est tel que ya 6 E et y b £ E, alors ya%yb (on a une propriété analogue 
pour £). De plus, oR et £ sont permutables, i.e. =  cR£ =  ££R.

On peut alors m ontrer que fit , £ , JC possèdent la propriété rem arquable 
suivante, en tous points analogue à la version classique du lemme de Green:

PROPOSITION 2 .1 .4  (Lemme de Green généralisé'). Soient a et b deux élé
ments de E. S i aékb (resp. a?b), alors i l  existe deux bijections réciproques Si 
application de S  (a) sur 2 (b) (resp. yi application de oR (a) sur CR (b)) et S2 appli
cation de £ (b) sur £ (a) (resp. y2 application de cR (b) sur cR (a)) telles que 81 a =  b 
(resp. Yi a =  b) et S2 b =  a (resp. y2 b =  a). Ces bijections respectent oit (resp. 
£), et par suite 81 (resp. yf) applique bijectivement toute 1C—classe contenue dans 
2(d) (resp. cR (a)) sur une F-cl as se contenue dans 2(b) (resp. cR (b)).
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On a im m édiatem ent les corollaires suivants:

C o r o l l a i r e  2.1.5. AV a et b sont des éléments de E  tels que cMb (resp. a2b), 
alors:

Card pC (a)] =  Card [K (b)].

C o r o l l a i r e  2.1.6. S i a et b, éléments de E, sont tels que a®b, alors: 

Card [K (a)] =  Card [K(6)\.

On rem arquera l ’analogie avec l ’expression classique du lemme de Green 
et de ses corollaires im médiats.

L ’analogie ne s’arrête d ’ailleurs pas là: à l’aide du lemme de Green gé
néralisé, on peut etendre un grand nom bre de propriétés qui reposaient sur 
le lemme de Green habituel, i.e. celui défini en 1.2. Nous allons voir, entre 
autres, que 1 on peut encore parler de groupes de Schutzenberger dans le cas 
des équivalences de Green généralisées.

2.2. Groupes de Schutzenberger associés aux M-classes.

Nous nous plaçons toujours dans le cadre des hypothèses du paragraphe 
precedent, a savoir celui des relations de Green généralisées.

E tan t donnée A  partie de E, nous considérerons:

AA = { S e A : S A Ç A }  (resp. =  {y e Y : yA Ç A });

Aa (resp. rA) est un sous—demi—groupe de A (resp. de T). Nous poserons: 
§ =  S | A,  pour tou t 8 de Aa , avec une définition analogue pour FA. P arti
cularisons A  en prenant une 3C—classe de E, que nous noterons H, et désignons 
par L et R respectivem ent les ß-classe et ^ -c lasse  contenant H. Posons enfin:

AH =  { 8 , 8 e Ah } : r H = { 7 , y e r H}.

On m ontre alors que:

PROPOSITION 2 .2 .1 . AH (resp. rH) est un groupe, appelé groupe de Schut
zenberger de H à droite (resp. à gauche).

De plus, ces groupes de Schutzenberger associés aus 3f-classes possèdent 
un certain nom bre de propriétés rem arquables:

P r o p o s i t io n  2 .2 .2 . Ah (resp. Th) est simplement transitif.

PROPOSITION 2 .2 .3 . Ah ^  rH (Ah et Th sont antimorphes').

P r o p o s i t io n  2 .2 .4 . Les deux groupes de Schutzenberger ÂH et ÂH', associés 
a deux tt—classes H et H contenues dans la même oft—classe sont isomorphes.

_ O n  a un énoncé analogue pour les deux groupes de Schutzenberger PH 
et rH' contenues dans la même ^-classe.

COROLLARIE 2.2 .5 . À deux ü—classes contenues dans une même O—classe 
correspondent des groupes de Schutzenberger à droite (resp. à gauche) isomorphes.
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3. A p p l ic a t io n  a u  cas d e s  d e m i- g ro upes

D ans tout ce qui suit, nous prendrons comme ensemble E, un sous-dem i- 
groupe D d 'u n  dem i-groupe D*: D* jouera alors le rôle de F. Nous prendrons 
pour A et T deux ensembles de translations respectivem ent à droite et à gauche 
par des éléments de D*, et tels q u ’ils satisfassent les conditions (i), (ii), (iii), 
(iv). Nous appellerons de plus A0 et Xo les ensembles des translations respec
tivem ent à droite et à gauche par les éléments de D, cRo et So les relations de 
Green associées.

Rappelons que pour toute translation à droite S et toute translation à 
gauche y (par des éléments de D*) on a:

yS =  Sy ,

(ya  e D*) (yb  € D*) 8 (ab) =  a (86) , 

y  a e D*) y  b e D*) y (ab) =  (y a) b .

3.1. Propriétés multiplicatives.

P r o p o s i t io n  3.1.1. (généralisation du théorèm e de Clifford-M iller). 
S  otent a eD  et be D: pour que ab e c/t (a) n  S (b) il  fa u t et il  suffit que cE (b) n  2 (a) 
contienne un idempotent. Alors:

aK (b) =  K (a) b — K (a) K (b) =  IC (ab) .

L a Proposition 3.1.1. nous perm et de caractériser lesDI’—classes contenant 
un indem potent.

PROPOSITION 3-1-2 - Toute li—classe contenant un idempotent est un sous- 
groupe de D. O  est un sous-groupe maximal si Ao C A , To C T .

C o r o l l a i r e  3.1.3. Soit a e  D et b e  D: pour que ab e cÂ (d) n  2 (b), il 
fa u t  et tl  suffit que A (b) D 8 (d) soit un sous—groupe de D.

Exam inons encore quelques propriétés multiplicatives.

P r o p o s i t io n  3.1.4. Soient a e D, a’ e D, b e  D, b’ e D tels que: a2a' et 
bcÂb'. Alors: abS)a b'.

P ro p o s i t io n  3 •1 • S • Pour tout a eD  et pour tout be D , 2 (a) êît (b) C D (ab) . 
S  z 2 (a) n  31(b) contient un idempotent, alors P égalité a lieu.

D ans le cas particulier des dem i-groupes, on peut préciser les propriétés 
des groupes de Schutzenberger associés aux H-classes.

3.2. Groupes de Schutzenberger.

PROPOSITION 3 .2 .I . Pour une 'S—classe H contenant un idempotent, le 
groupe de Schutzenberger à gauche associé à H est le groupe des translations à 
gauche de H, et de plus: r H ^  H ^  AH.
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COROLLAIRE 3 .2 .2 . Deux sous—groupes K(e) et Kr (er) compris dans une 
même 3)—classe sont isomorphes.

Ce corollaire découle im m édiatem ent des propositions 2.2.5 et 3.2.1.

3.3. Eléments réguliers et éléments pseudo-réguliers.

Rappelons q u ’un élém ent a d ’un dem i-groupe S est régulier au sens de 
von N eum ann s’il existe ar € S tel que: a af a =  a.

Nous allons étudier dans ce paragraphe une autre définition des éléments 
réguliers, faisant in tervenir les opérateurs de Green tels que nous les avons 
définis.

DÉFINITION 3 .3 .1 . Un élément a de T) sera pseudo-régulier s 'il existe un 
élément a1 de D  tel que\ aar a — aQi).

Rem arquons que tou t élément régulier au sens de von N eum ann est pseudo
régulier. Si l ’on fait l ’hypothèse supplém entaire que A0 C A , F0 C T, on peut 
caractériser les éléments pseudo-réguliers de façon très précise.

P r o p o s i t io n  3 .3 .2 . AV Ao CA,  To C P ,  alors', pour qu'un élément a de 
D soit pseudo-régulier, il fa u t  et il  suffit que sa SI-classe et sa fi-classe contien
nent chacune un idempotent.

Le corollaire ci-après caractérise les éléments réguliers de D:

COROLLAIRE 3.3 .3 . S i  Ao C A, To C T, alors a est régulier si et seulement 
s 'il est pseudo—régulier.

Nous verrons une application de ce corollaire lorsque nous exam inerons le 
cas particulier du semi-groupe des endom orphism es d ’une algèbre universelle.

COROLLAIRE 3-3-4 - Pour que a, élément de D, soit régulier (au sens de von 
Neumann), i l  fa u t  et i l  suffit qu 'il existe a' élément de D, tel que a a’ a Mq a .

C ’est l ’application du corollaire précédent au cas particulier A =  Ao,
r = r 0.

3.4. Inverses généralisés.

Rappelons que les éléments a et a ' de D sont dits inverses généralisés 
si l’on a: aar a =  a ; a’ aa' =  a'.

On a alors la proposition suivante:

P r o p o s i t io n  3 .4 .1 . S i  Ao C A , To C T, et si a et a’, éléments de D, sont 
inverses généralisés, chacune des deux K-classes &(d) Pi Si (ar) et S (a1) Pi 3i (d) 
est un sous-groupe maxim al d'élément neutre e =  aa’ et f  =  a' a respectivement.

La proposition suivante perm et de localiser les inverses généralisés d ’un 
élément a de D, lorsqu’ils existent.

P r o p o s i t io n  3 .4 .2 . S i un élément a de D est tel que sa St—classe contienne 
un idempotent £, et sa S—classe un idempotent f ,  alors a possède un inverse géné
ralisé a ' dans fi (e) n  31( f )  et a1 est unique dans fi (e) Pi St ( / ) .
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E n faisant A =  Ao, F — To, et en com binant la Proposition 3.3.2. et la 
proposition 3.4.2., on obtient la propriété bien connue:

COROLLAIRE 3.4.3. Tout élément régulier possède au moins un inverse 
généralisé.

En conclusion, il semble bien que toutes les propriétés d ’un dem igroupe 
reposant sur le lemme de Green soient susceptibles d ’etre étendues à l’aide 
du lemme de Green généralisé.

4. Ca s  p a r t ic u l ie r  d u  d e m i- g r o u pe  d e s  e n d o m o r ph ism e s  
d ’u n e  a l g è b r e  a b s t r a it e

4.1. Rappels sur les algèbres abstraites.

Si == (A , oÿ) et 0F — (A , &') sont deux algèbres abstraites de même 
type, une application 73 de A  dans A ; sera un homomorphisme de 0f dans 

si, pour toute /  de $  à n variables, et pour tout ^ -u p le t (xx , % , • • • ,  x n) 
de A n, on a

V O l  , *2 > • • •> *„) = /0 q * 1  , >)*2 > • * U w à -

U n endomorphisme de 0C sera un hom om orphisme de dans 0f. Nous dési
gnerons par H (0f), le sem i-groupe des endomorphismes de 6U. Si 73 est un 
hom om orphism e de 0f dans 0F, Yimage S^ de 0t par 7] sera définie par

S-/) =  {y  € 0  F : (3# e 0F) 4/ =  Yp;} ;

Sy, est une sous-algèbre de 0F. A  l’im age S^ de y], on fait correspondre duale- 
m ent sa congruence nucléaire 0 ^ ,  définie par

O  = 4 / ( 0 ^ ) )  (y}* =  Y34/) .

4.2. Opérateurs de Green et relations de Green généralisées.

Considérons l ’ensemble des applications de A  dans A: c’est un demi- 
groupe D ( A ) ; H ( 0f) est un sous-dem i-groupe de D (A ).

Définissons deux ensembles A et F d ’opérateurs de Green pour D (A ). 
Pour ce faire, considérons les deux ensembles des translations respecti

vem ent à droite et à gauche par les éléments de D (A ); on a la proposition 
suivante:

P r o p o s i t io n  4.2.1. Soit 0£ =  (A , o7) une algèbre abstraite, H (0f) le 
demi-groupe des endomorphismes de 0f, D (A ) le demi-groupe des applica
tions de A  dans A . Lé ensemble des translations respectivement a droite et à 
gauche par  D (A ) constitue un couple de Green pour H (01).

Cherchons à caractériser alors les équivalences de Green généralisées asso
ciées à ce couple d ’opérateurs.

44. — RENDICONTI 1973, Vol. LV, fase. 6.
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P r o p o s i t io n  4 .2 .2 . Sur on a\

^ ^ 1 ^  =  15) ; 7) S o ^ ( y ï |  =  (Ç|

7]qL Ç 4==» Syj — ; 7]SÇ <=> êRyj =  .

De l’étude générale, on déduit que eil et £ commutent, et que d ’autre part elles 
vérifient le lemme de Green généralisé ainsi que ses conséquences; entre autres:

PROPOSITION 4 .2 .3 . Un endomorphisme y] de est régulier si et seule
ment s 'il existe un endomorphisme % de tel que\

S E -  S • &L K —

P r o p o sit io n  4 .2 .4 .
4/ n<] / '  =  ®0(û )

avec (vj e 4/)  «=* ((3o> e Ü ) 9 l ,  =  31J , (tj e 4/') «==> ((3w e Û ) S ,  =  S J . 4/' et 
4 /' sont donc respectivem ent l ’ensemble des vectoriels à droite et l’ensemble 
des vectoriels à gauche.

PROPOSITION 4 .2 .5 . Pour que r f  appartienne à oR- (f)  n £ (% ), i l  fa u t  et 
i l  suffit que\

9t J S ç = S | S ç  ; ©C,(Sç) =  ^ .

COROLLAIRE 4 .2 .6 . Pour que r f  soit un automorphisme de il fa u t  et 
i l  suffit que tj soit surjectif, \  injectif, et que Pon ait:

9^(Sç) =  eif ; 0I„ I Sç == <§ | Sç •
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