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F isica  m a tem a tica . — ■ S u lla  derivata trasversa d i Cattaneo e la  
derivata lagrangiana spaziale (*\ N o ta  di A n t o n i o  G r i g l i ,  p re s e n 
ta ta  (**} d a l S ocio  D . G r a f f i .

SUMMARY. ■— C attaneo’s relative form ulation of relativistic mechanics is based on the 
co variant transverse derivative of an arb itra ry  totally  spatial tensor field. On the other 
hand, Bressan bases relativistic elasticity, possibly w ith 'couple stresses, on the Lagrangian 
spatial derivative of an arb itra ry  double tensor. I give a  chronotopic expression of the spatial 
projection of the Lagrangian derivative in the case tha t the reference configuration coincides 
with the one of the body on a locally time-orthogonal space-time section in ê. By the chro
notopic expression above, I determ ine the relation between the two derivatives and prove 
the coincidence of the nine significative components. Furtherm ore I give a short proof of 
a fundam ental theorem  of C attaneo on the transverse derivative.

I. In  [1] C attaneo basa la formulazione relativa delle leggi della mecca
nica relativistica, tra  l’altro, sulla derivata covariante trasversa di un arb i
trario  campo tensoriale totalm ente spaziale, costruita m ediante proiezioni 
formali dei simboli di Christoffel (sulla p iattaform a spaziale).

D ’altra parte A. Bressan basa la elasticità relativistica eventualm ente 
con coppie di contatto, sulla derivata lagrangiana spaziale di un arbitrario  
doppio tensore, in trodotta in [3]. In  generale tale derivata ha indici sia spa
ziali che cronotopici.

Nella presente N ota dapprim a dò u n ’espressione puram ente cronotopica 
della proiezione spaziale della derivata lagrangiana quando la configurazione 
di riferim ento coincide con quella assunta dal corpo nel passaggio attraverso 
una sezione localmente tem po-ortogonale nel punto evento considerato.

Sfruttando poi l’espressione cronotopica di cui sopra calcolo la relazione 
esistente tra  le due derivate e m ostro la coincidenza delle nove componenti 
significative. Servendom i degli algoritmi introdotti dò una breve dim ostra
zione di un teorem a fondam entale di Cattaneo sulla derivata trasversa.

2. P relim inari cinematici

è ia  C un corpo continuo anim ato da un moto sufficientemente regolare, 
che assumo come fluido di riferim ento nello spazio-tem po S4, pensato come 
una varietà R iem anniana due volte differenziabile.

Sia un processo fisicamente possibile e in corrispondenza g pa il ten 
sore metrico e w* il tubo di universo di C. Il carattere di am m issibilità del

(*) Lavoro eseguito nell’am bito del gruppo di ricerca del C .N .R . per la  fisica m ate
m atica.

(**) Nella seduta del 26 novem bre 1973.
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sistema di coordinate si traduce nelle disuguaglianze (1h

( 0  ^ 0 0  < °  g r s  à x r d x s > o .

Sia S3 l’intersezione di w* con una ipersuperficie di S4 del genere spazio; pongo 
su di essa:

\  L   ixL p *  -I /
( 2 )  y  —  Op X  ^LM — <£lM ( s u  S 3)

dove g pa è il proiettore spaziale definito da:

(3) " gpa ttp Ma ,

S3 con la metrica:

(4) dj*2 =  a*M dyL dyM

è una varietà R iem anniana con segnatura +  +  +  e costituisce l’analogo rela
tivistico della configurazione di riferimento.

Le coordinate y  su S3 prendono il nome di coordinate m ateriali e assieme 
ai loro increm enti dyL individuano i punti e gli elementi lineari m ateriali.

Si consideri ora un moto arbitrario  M di C e siano:

(5) x 9 =  x 9 ( t , y l , y 2 , yZ)

le sue equazioni, con t param etro  tem porale crescente verso il futuro.
Le (5) sono determ inate a meno dell’arb itraria  sostituzione:

(6) t =  t(t , y 1, a 2, y 3) con ~ " >  o .
dt

Sia:

(7) t^A bì.;: = t : : :  (* , t }y)

un doppio tensore associato ai punti x p di S4 e y h di S3, eventualm ente dipen
dente anche dal param etro t. Ricordo che, riferendosi alla rappresentazione (5) 
di M, si definisce come derivata lagrangiana spaziale di T^Lb*.!’ nel punto 
evento <§, la stia derivata totale, ove per t  si operi una sostituzione:

(8) t  =

con t  tem po-ortogonale in <S, cioè il tensore:

(9) =  [ t : : :  ( x . t

Si vede che il secondo m em bro di (9) risulta indipendente dalla particolare 
trasform azione (8) usata. La condizione di tem po-ortogonalità in & si trad u 
ce nella relazione:

(10) u \ =  upx 9L ~  o ìn £ .

Di TßJ. [ .Bj. ' il Bressan ha calcolato varie espressioni.

(1) In  tu tta  la presente N ota si intende che gli indici greci varino da o a 3, m entre 
quelli latini da I a 3.
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In  questa N ota mi servirò della:

0 0  T £ : : : f  : : , l  =  t : : : /p apL +  t : : : /l + 3- ^

dove apL è il prim o gradiente spaziale di posizione dato da:

(12) aPL = i s n  =  ^L  +  «p < ,

e dove il param etro tem porale è qualunque, cioè il secondo m em bro di (12) 
può venire calcolato a partire da una qualunque rappresentazione (5) di M. 

Per la derivata lagrangiana cosi definita valgono le seguenti proprietà:

( 1 3 )  ^ PO|L =  g p° \L  =  g P°|L  =  «*AB|L =  « * a B|L =  a * A \  =  O ,

così che « IL  » com m uta con le operazioni di innalzam ento ed abbassam ento 
di indici tensoriali.

3. E sp ressione  d i Tp1m «?h con Tp sp a z ia le
E UNA OPPORTUNA SCELTA DELLA CONFIGURAZIONE D I RIFERIMENTO

Fissato il punto evento <£, mi pongo in un riferim ento (x) ivi localmente 
pseudoeuclideo; considero la ipersuperficie V per <S, tem po-ortogonale in <S. Sia:

(H ) =  f ( x r)

la sua equazione in (x).
In  (x) valgono le relazioni locali in è:

^ 5) £«ß “ Saß U — 8q U9 =  Sp0 (800 =  --- I, Srp “  8rp) .

Considerata la trasform azione di coordinate:

J x r =  x r ( =

è facile provare che relazioni analoghe alle (15) valgono anche nel nuovo rife
rim ento (V) così ottenuto (2). Si ha dunque in (#'):

(^7) <£aß ^  Saß U ' =  8q U9 — 8pQ.

Identifico la configurazione S3 di riferim ento con quella assunta dal corpo 
nel processo attuale nell’attraversam ento della superficie V e scelgo t in modo 
che sia costante su S3. Allora osservando che in (x ,s) l ’equazione di T è:

(18) x'° =  0 ,
si ha:

( !9) —r Q
X LM U ’

oltre alla:

(20) 8 II O 5’

(2) Vedi [2].
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Considero il prodotto interno del tensore spaziale T p per a pL|M:

(21) Tp apL|M =  Tp apLM ,

dove apLM è il gradiente spaziale secondo della posizione che, come è noto, è 
definito m ediante la:

( 2 2 )  aPLM =  ì? a  a °L|M •

Per ocpLM vale la seguente espressione generale <3h

(23) ■ LM = go

Tenuto conto di (19) e (20), la (23) porge:

(24) apLM = 0  in è .

Da. (21) e (24) segue allora in & :

(25) Tp ocpl|m = 0 .

Si ha in definitiva:

(26) T p|m aPL ( T p < )L-'IM t :L|M con T* =  Tp «pl .

La (26) è una relazione tensoriale e dunque vale in <§ in qualunque sistema dì 
coordinate e indipendentem ente dalla scelta del param etro tem porale. La 
quan tità  tra  parentesi al secondo m em bro di (26) è un tensore di S3 e dunque 
la sua derivata  ivi indicata si costruisce con i simboli di Christoffel di S3 (vedi 
(11)); così anche T p|M apL può essere espresso m ediante i coefficienti della m etrica 
di S3 e si ha, tenuto conto della tem po—ortogonalità di T in &:

(27) Lp| M
3T l
dyM

A r-p*
L M I I a

ove con 1 L m j s* sono indicati i simboli di Christoffel di S3 costruiti con i 

proiettori spaziali g AB.

4. R elazione tra la derivata traversa d i Cattaneo
E QUELLA LAGRANGIANA SPAZIALE DI BRESSAN

Si consideri ancora la ipersuperficie V tem po-ortogonale in è, ossia ivi 
ortogonale a up. Si fissi inoltre un sistema qualunque (x) di coordinate solidali 
e si ponga:

(28) f = # X r su S3.

(3) Vedi ad esempio [2] (68),
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Si fissi inoltre il param etro  tem porale t in modo che sia costante su S3. Allora <4>:

(29) u \  =  upx ph =  o in &,

(30) i 0o =  0 *L =  §L su r up =  8° •
v— goo

Ricordo che la derivata trasversa di Cattaneo di un vettore spaziale T p è de
finita m ediante la:

(30  ^ T p = 3Tp- ( ^ ) * T t

ove d0 è l’operatore:

(32) da — ~f~ Uo U° 30

e le quantità  j J sono le proiezioni formali dei simboli di Christoffel di 
S4 date da:

(33)

(33) ' [<*P , «]* =  --  (da ÌpM +  §p Ìow — iap) • ,

D a (31), tenuto  conto di (29), (33) e della spazialità di T p(T0 =  o), segue:

(34) V0 T p x ph x°M =  +  uQ u* —  I Tp } T Tj x pL x \  =

=  ( S -  T r) * PL x nM .

Si osservi che per (30)3 e (32) si ha:

(35) <à) “  0̂ H- uo u° 0̂ =  S>o +  upu9 do == do — 3o =  o .

Inoltre per (30)1 è:

(36) 3o i p o = o .

A llora (33)' implica:

(37) [op , co]* — [ap , o]* =  o .

D etto R  (x) un qualsiasi scalare o tensore dipendente dalle coordinate x  si 
ha per (32):

(38) §y R — ds R  -f~ us ti® 3o R  .

D a (29) (30)2 segue:

(39) %/ “   U0 X  L .

(4) Vedi [3, n. l i ]  e [5].
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Allora (38) diviene, tenuto conto della dipendenza di R dalle y  tram ite le 
(5), e di (28) e (39):
(40) § ,R  =  ar R * r,  +  3o R * °, =  - P -

Per (30)2, (37) e (40), la (34) diviene allora:

(4 1) Vo Tp X L̂ X̂Nl oT  O D O  I rp JL
I l i  

i ĴVL __ ĝ~LM
a_rM ayL 9ys

D ’altra parte per (11), (12) e (26) si ha:

(42) T£|M =  Tp1m ocpl =  Tp/t apL VM =  (Tt/(1 £  j£) *PL VM .

Essendo T l|m dato, per (26), (27), (29), (30) e per la spazialità di T p, si ha:

(43) T l |m =
3T P
dxa x \  X°M +  T r ——  (.xrL +  uru \ )    (

dy \
A

LM J

dTp_Lp P O I i t n
=  ^ r x ^ M - ~ g ™ LB

dy1' +
1

^MB
9y L

l
*1LM
dy*

TJ- &

Confrontando (41) e (43) si vede che è:

(44) Va T p X PL X°M =  T L|M .

L a (44), tenuto conto di (42), porge:

(45) (V * T P) * PL *M  =

D a (31), (33), (37) segue la spazialità di V* T p rispetto ad entram bi gli indici. 
Ciò detto da (30) e (45)' segue im m ediatam ente:

(46) v*t p =  t

e resta così ridim ostrato il teorem a di Cattaneo <5> e in particolare il carattere 
tensoriale di V* T p rispetto alle trasform azioni fra coordinate spaziotemporali 
solidali.

D a (44), tenuto conto di (30) e della spazialità di V *Tp, segue:

(47) Vm Tl =  Tl,m •

Resta così p rovata la coincidenza delle nove componenti significative delle 
due derivate.

B i b l i o g r a f i a

[1] CARLO Ca ttan eo , Introduzione alla teoria einsteniana della gravitazione, L ibreria Eredi 
Virgilio Veschi, Roma.

[2] A n to n io  G r io l i ,  Su una derivata interessante la teoria relativistica dei materiali non sem
plici, «R end. Sem. M at. U niv. Padova», 45 (1971).

[3] A ldo B r e ssa n , Cinematica dei sistemi continui in relatività generale, « Ann. M at. pura 
e appi. », 62, 99 (1963).

[4] A ldo BRESSAN, Elasticità relativistica con coppie di contatto, « Ricerche di m atem atica ».

(5) Vedi [1], pag. 164 e segg.

30. — RENDICONTI 1973, Vol.- LV, fase. 5.


