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Fisica m atem atica . —  Su  una naturale estensione a tre variabili 
dell'equazione di Monge-Ampère. N ota di T o m m a s o  R u g g e r i  (*}, p re­
sentata (**} dal Socio C. C a t t a n e o .

S u m m a r y . —  It will be shown that the condition of exceptionality for all the discontinuity- 
waves of the equation u00 f { x i  , u , U{, u^i , ujk) =  o (i =  i , 2 ; j  <  k) reduces this 
to a straightforward generalization of the Monge-Ampère equation in three variables.

I. I n t r o d u z io n e

Si consideri u n ’equazione differenziale a derivate parziali del secondo 
ordine non lineare del tipo:

( 0  uoo + f  (x , t , ux , u0 , uxx , uQx) =  o [ux =  ; Uq — -7̂ -̂

con u funzione scalare delle due variabili indipendenti x  e t.
Per studiare la propagazione delle onde di discontinuità deriviam o la (1) 

rispetto a t ottenendo così u n ’equazione del terzo ordine quasi lineare. Si 
supponga ora che la u sia ovunque continua insieme alle sue derivate prim e 
e seconde m entre le derivate terze siano discontinue attraverso una generica 
superficie d ’onda 21 di equazione cartesiana 9 (xa) — o.

Le onde che si vengono così a caratterizzare essendo associate ad u n ’equa­
zione quasi lineare in generale evolvono in onde d ’urto a meno che non si 
im ponga che siano tu tte  eccezionali [1], [2].

G. Boillat [3] im ponendo la condizione di completa eccezionalità ha otte­
nuto un sistema di due equazioni differenziali a derivate parziali non lineari 
per la f  la cui integrazione m ostra che la (1) è, in tale condizione, necessaria­
m ente l’equazione di M onge-A m père:

(2) H^oo +  2 K uQx +  L uxx +  M +  N (um uxx —  u20x) =  o

(i coefficienti sono funzioni di x  , t , u , ux , u0).
Recentem ente A. V. Pogorelov [4] ha utilizzato una generalizzazione 

della (2) ad n dimensioni, assum endo come parte non lineare nelle derivate 
seconde àa$ della funzione u il determ inante della m atrice |] ua$ || (a , ß =  
=  0 , i ,• • - , n).

In  questo lavoro si cerca di generalizzare l’equazione di M onge-A m père 
usando il criterio della com pleta eccezionalità, dato che per quanto detto 
prim a esso risulta caratteristico nel caso unidimensionale.

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per 
la Fisica Matematica. Istituto Matematico -  Università di Bologna.

(**) Nella seduta del 26 novembre 1973.
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Ci limiterem o al caso in cui u  sia funzione di tre variabili x x , x 2 e t in 
quanto , come si vedrà, già in queste condizioni il problem a analitico si presenta 
piuttosto complesso. Ci si im batte in un sistema di 9 equazioni differenziali 
alle derivate parziali non lineare (sovrabbondante) in 5 variabili effettive. 

Il risultato a cui si perviene è il seguente:

L'equazione generalizzata di Monge-Ampère (nel senso sopradetto) si 
ottiene eguagliando a zero una combinazione lineare di tutti i possibili minori 
estratti della matrice || u ^  || (con coefficienti funzion i arbitrarie delle coordinate, 
del campo u e delle sue derivate prime).

Questo risultato  è in accordo con una congettura di Boillat [5] e completa 
la generalizzazione proposta da Pogorelov.

2. Si consideri l’equazione:

(3) ^00 + / (* ,•  yt ,u  , % , u0 i , u f f  =  o (i =  I , 2 ; j  <  k) .

Si derivi rispetto al tem po la (3) e si scriva l’equazione per le disconti­
nuità attraverso  la superficie d ’onda E operando m ediante la classica sosti­
tuzione:

90 _> —  X§ ; di n { 8

dove — X — 9o/|V<p|, % =  9,71 V9I e § =  J~ j (X, velocità norm ale di

avanzam ento; n, versore della norm ale a E; [ ] discontinuità attraverso E). 
Si ottiene così:

(4) P(X) =  x2 —  X/„ 0. + f HJt n} » , =  o (su S) .

D a questa equazione X risulta determ inata in funzione di n e degli argo­
m enti d i f .

Cpme è noto u n ’onda è eccezionale [1] se §X =  o; tale condizione si 
esprime:

(5) —  ni +  \ Ujk nj nk =  o (su S) .

D’esistenza di onde totalm ente eccezionali, richiede che siano sim ulta­
neam ente soddisfatte (4) e (5) quale che sia S  e quale che sia u con le sue 
derivate prim e e seconde. Pertan to  se si deriva la .(4) una volta rispetto a uop 
ed una volta rispetto a umr, si ottiene:

(6) P ^ f u 0i  u0p  % +  f u j k u0p  n j  n k ~  O

(7) P ^%r f * Q i  Umr f  ujk  umr n j  n À ^  °  ^ P '  =  •

Se si contrae la (6) con np e la (7) con nmnr e si sottrae si ottiene, tenuto 
conto della (5):

(8) \* fUoiuop nt tip 2X/„0.UJk »,. ny nk +  f u/i Uff », nk n ,n t =  o .
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Si sostituisca nella (8) X2 ricavata dalla (4) e quindi si richieda che l’egua­
glianza valga quale che siano le radici X di P (X):

V9 ) ( f uQ ifuQluQj 2 f u0i Ulj) n ì n i nj  =  °

( 1 °) {f«ij ulk  — fu ÿ fv  « J  % «/ nj nk =  o

Posto per comodità:

( n )  u0i— Si ; Uii — Ti ; uX2 =  z ,

come conseguenza di (9) e (io), in virtù del fatto che esse devono essere veri- 
—̂

ficate quale che sia n, si ottiene il seguente sistema di equazioni differenziali 
alle derivate parziali:

( I2) f s 1f s 1s1 —  2 f Slr 1 =  O

(*3) f r xr x f r xf s xsx — O

O4) f s 2f s 2s2 2  j s 2r 2 : O

fr%r* f r 2f s 2s2 “  O

f s j s 2s2 “h 2  (Kf s 2f s 1s2 f s xr 2 f s 2z ) == O

(T7) f s j s xs x +  2  ( f s xf s 1s2 — f s 2r x ---f s xz )  =  O

( l8) 2 ( f z r *  ~ f r xf s xs2)  — f z f s xsx =  Ö

^ 9 ) 2  ( f z r t f r 2f s xs2) f z f s 2s2 “  O

(2°) f z z  2 { f rxr% f z f s xs .y  f r x f s 2 s2 f r 2f s xsx ==: O .

T rattasi di 9 equazioni differenziali nella funzione incognita /  delle 
5 variabili effettive: s£ ì ri e z  (nel seguito per brevità di scrittura, nelle varie 
dipendenze funzionali si om etteranno le variabili inessenziali : x{ , t ,  u  , %).

3. Nel caso di due sole variabili il sistema sopra scritto si riduce alle 
sole equazioni (12) e (13) la cui soluzione è [3]:

(0 j\  . r __ asi "b T cr\ T d
K ; 1

con a , b , c , d  e g  funzioni delle variabili inessenziali.
Per integrare il sistema (1 2 ) . . .  (20), si cominci con l’osservare che la 

soluzione trovata  nel caso unidim ensionale (21) è ancora utilizzabile con la 
differenza che adesso i coefficienti sono funzioni anche di s2 ,r 2 e z.

Per com odità si scriva la (21) nella forma:

(22) /  =  A ( s 2 , r l t r2 , z )  s\  +  B (s2 , f 1 ,r 2 , z ) s 1 + C  (s2 , rx , r2 , z) .

O sservando che le (14) e (15) differiscono dalle (12) e (13) solo per lo 
scambio degli indici 1 e 2, ci si convince che i coefficienti A  , B e C sono
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necessariam ente dei polinomi di secondo grado in e quindi:

(23 ) /  — «4 s\ +  hsx s\ +  ks\ J2 +  ms\ +  ns\ +  psx .f, +  qs2 + v s 1 + w

dove i nuovi coefficienti sono funzioni di r± , e z.
Se si sostituisce la (23) dapprim a in (12) e poi in (14) si ottiene come è

facile verificare:
OL =  h = k — O ,

(24 ) ij't — — ; P =  - -  na (r2 , z) £II

n  +  ^ (r2 , z)

(25 )
Im = -------- :— -,----- -fi  +  y ( n , z) ; ' p  =  - -  (r± , z) :; q =  — mp(rl t z)

Dal confronto delle (24,2) e (25,2) segue:

ß — H (#) y +  R (^) ; er =  H ( / ) ^  .+  T(z)

Y =  J (z) — R(g)^l . r : J (g) —T (z) r2 '
r H (z )r\ — T (z) ’ ^ H (z) r2 — R (z)

Posto Q(z)  =  H J  —  RT, si ha ora per la /  la seguente espressione:

/  _  (R — HGì) 4  +  (T — Hr ±) s22 +  Qs± s2 +  (Hr2 — R) x^  +  (H ^  — T) ps2 +  w  
} 1  r 2 Rr, Tr2 -j- J ^

dove x =  X (r2 > P =  P (ri > z) e w  =  ^  / 1  , 2̂ > /)  m entre tu tti gli altri 
coefficienti sono funzioni della sola z.

Per la determ inazione di x > P e w  basta sostituire la (26) in (13) e (15) 
e si trova:

,, __ D (z)r2 +  V / )  __ G (z )n  4 - W (z)
X Hr2 — R ’ p ~  H n - T  ’

w =  M (z)r±r2 +  N {z)rx +  S (z) r2 +  P (z) .

Spstituendo invece in (16) e in (17) si ha:

T I _  H' _  R' _  Q' — 2H  Q + J ' D # V' +  G W' +  D G' / ,  d \
T H R Q J D V W ~G~ \  ~ ~ d z )

e quindi : H =  aG T  =  £G , R =  *G , D =  dG  , V  =  (—  z  +  v) G,
W  =  (—  dz -f- g) G, Q =  (2 az -f- q) G e ] — —  {az2 +  qz -f- p) G essendo
a , b , c , d , v , /  ,g  e q funzioni arbitrarie delle variabili inessenziali.

£)a (18) e (19) si ottiene invece: M =  mG, N == nG, S =  vG, m entre
da (20) si ha infine: P =  (— mz2 -f- kz k) G (tutte le lettere minuscole
rappresentano orm ai delle funzioni arbitrarie delle variabili inessenziali).

Ne segue che l’espressione che compete alla /  quale soluzione del sistema 
differenziale (1 2 ) .. .(2 0 )  è la seguente:

(27) ■ f = [ ( c  —  ar2) s l+  (Ò ~  arx) s\ +  (2az +  q)sxs2 +  (dr2— z  +  v) sx +

+  (r i —  dz +  g) s2 +  mrx .+  nr± +  vr2 —  mz2 +  hz +  k\\
I [ari T2 —  cri —  br2 —  {az2 —  qz —  / ) ]  .
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Pertanto, sostituendo la (27) nella (3), si ottiene l’equazione:

(28) U uQ0 +  K uQ1 +  M uQ2 +  N un  +  Pu22 +  Gu12 +  L  (uQQ u±1 —  +

+  R ( u Q0 U 22 ^ 2) ^  ( U U  U 22 ^12) “1“ ® ( U 00 U 12 U 01 ^02) +
+  C (uQ1 u22 — u12 uQ2) +  D (uQ2 u±1 u12 uQ1) +

+  E [u 00 ( u i l  U 22 U v ì) 0̂1̂ 22 U ì)2 U 11 2 U 01 U 02 U 12^ +  F =  O .

L ’equazione (28) può dunque interpretarsi come una generalizzazione 
dell’equazione di M onge-A m père a tre variabili e come si è detto nella in tro­
duzione, essa si ottiene annullando una combinazione lineare di tu tti i m inori 
estratti dalla m atrice form ata con le derivate seconde di u (con coefficienti 
funzioni arbitrarie di x { , t  f u  , u f .
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