
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Alvaro Gonzalez Villalobos

Teoremi limiti funzionali per sistemi moltiplicativi.
Nota II

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 55 (1973), n.5, p. 415–419.
Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1973_8_55_5_415_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1973_8_55_5_415_0
http://www.bdim.eu/


Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1973.
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Probabilità. — Teoremi limiti funzionali per sistemi moltipli­
cativi. N ota II di A l v a r o  G o n z ä l e z  V il l a l o b o s , presentata (#) dal 
Socio B. S e g r e .

Summary. — Multiplicative systems are generally defined in a finite interval. Here 
we give a definition of a uniformly bounded multiplicative system in the real line, and prove 
results corresponding to those shown in [2] for the interval [o, 1].

I. In  questa N ota II si introduce il concetto di sistema m oltiplicativo 
su tu tta  la re tta  reale e, facendo seguito alla Nota lincea [2], si provano i 
relativi teoremi limiti funzionali.

Sia { (co)} , j  — 1 , 2 , • • •, co G R, una successione di funzioni reali quasi 
periodiche uniform em ente lim itata: | ipy (co) | <  K. Poniamo

T

M ”i ’-• • i t =  lim <2 T )’ ‘ I C 1 (®)• • • $  (®)d w .J l ’ ìJ k T -> o o  J  y l  J k
—T

dove k — i , 2 , • • •, j 1 =4=ya ' ' m=̂rjk e ciascuno degli esponenti oq , • • •, ol
ha il valore 1 o 2 f1). In  tu tti i teorem i che seguono si fa l’ipotesi che la 
successione {tjq} abbia le seguenti proprietà:

(*) M y - 1 ; V) (c) s o >  . £ = 1 , 2 , . . .

(cfr. [2], formule (1), (2) e (4)).

II. T eorema 7. Sia {bmj } ,  ni =  1, 2 , • • • , /  =  1 , 2 ,• • •, m, una succes-
/ m \ 1/2 m

sione d i numeri reali e definiamo B m =  1 V  A  ,■ 1 , am (to) — V, . ò (w).
V -l ’ /  j - \

Se

i) Bw-> o o ; ii) B~X m ax | bm>j \ 0 (
1 < j < m

allora
y

lim lim (2 T) 1 I {co e [—  T , T] : B ^1 am (co) <  y} | — (2 tz)~112 , f  exp (—  t2j2) dt
m —̂ 00 T -» o o  J

—  00

per ogni y  6 R  ad eccezione di un insieme numerabile.

Dimostrazione. In  vista della quasi periodicità di B~x am (co), la dim o­
strazione del Teor. 1 di [2] si può ripetere nel caso attuale con ovvie modifiche.

(*) Nella seduta del 26 novembre 1973.

(1) I numeri M̂ . f  esistono perché le funzioni 4/  sono quasi periodiche.
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Corollario 7.1. Sia {a^} , j  =  1 , 2 , • • •, successione di numeri
t m \ 1/2 m

reali e poniamo K m =  I 2  (co) =  £  ay OLm>J- <j/y (co) le medie
\ j —1 /  y=i

Cesàro-oc (a >  o) Æ <2y c|/y (co) ; =

A ~] m ax I <zd — o. allora

(
m \ 1/2

2  «y oc2 ,yj . X« A„ OO £

1 <j<m

lim Jim  (2 T) 1 I {w e [—  T , T] : Bm] am (co) <  y}  | =  (2 7t) 1/2 j exp (—  f j 2) d/
m-^oo  T -> o

ogni y  E R  <2// eccezione di un insieme numerabile.

OO

III .  Consideriamo una serie S (co) =  2  aj tyj (°0 » aj  E R, dove {cj/y} sia

una successione uniform em ente lim itata di funzioni quasi periodiche godente 
delle proprietà (#), (Æ), (^) e (rf) My’*y*fy3 == o.

! m \ 1/2
Sia A w =  ( 2  <2y 1 e sia {ocWjy} , w  , j  =  o , i , • • •, una successione dop­

pia di num eri reali non negativi tale che oc^y =  o se j  > m. Supponiam o che 
ocmj sia decrescente quando j  cresce, e che ctmj  sia crescente ed abbia limite i

per m  -> oc. Poniam o A*
/  m \  1/2

per m =  i , 2 , • • • ; A 0 =  o. Le

medie lineari della serie S (co) saranno scritte am (co) =  2  am?y ŷ ^  (co) per
j=i

m — i , 2 , • • • ; or0 (co) == o.

T eorem a 8. Sia X ” (co , /) =  A*“ 1 ^  (co) t e [A*2 A*”2, A Jb  A*“2) <2>, 
eoe [— T ,T ] , m ,  T = i  =  —  i ; X” (co, i )= A * - 1 ctot_1(co).
Ammettiamo che siano valide le condizioni:

i) A m oo ;
• *\ A — 1 ! I tn-> oo11) A m m ax I ay ) --------- > o;

1 <j<m T

iii) Tm (T , t2) =  lim (2 T )“ 1 I X?(co, t j  X t (co , /2)
T—> oo J

dco - r ^ , / 2) 6 R
—T

per ogni ^  , /2 e [o , i] e T . ( t , t) =  t per t e [o , i]. Consideriamo la misura 
di Lebesgue normalizzata di [— T ,T ]. Allora , esiste una fam iglia d i processi sto­
càstici {Zm (•, t) : o <  t  <  i}, m  =  i ,'.2 , Az/é? X t7̂  T ->  oo r y m  m~^~oo X
in  (D , 0 ), {X ( • , / ) :  o <  /  <  1} £ processo gaussiano.

Dimostrazione. Per ogni fissato m, sia _ f la m isura di probabilità 
associata alla distribuzione /^-dimensionale

lim (2 T) I {w e [ T , T] : X t (w  , ti) <  y {, / =
T —>00

(2) Scriveremo k — k{m ,t).
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h  5 ’ * • y tk e [° i 1 ] > y-1 y * • •, yk e R  (è noto che questo limite esiste per ogni 
y± r  * *, yk e R  ad eccezione di un insieme numerabile).

Proviam o anzitutto che esiste in D un elemento aleatorio Zm con distri-
T

buzioni finito-dim ensionali p.”  ^ . Poniam o E T ( / )  =  (2 T )-1 J f  (w) àw .
—T

Sia t± <  t  <  t2 , k± =  k± (m , , k =  k (m , t) e k2 =  h2 (m , /2)- Si ricava
dalle diseguaglianze di Chebychev e di H ôlder che

(8.1) ( a î p l ^ E t - T , T ] : | X ? ( ^ )  —  (w , tl)\ > \ ,

\X ^ (w  , i 2) ~ X ^ ( w  , t ) \ > X } \ <

<  X-3 a : - 3 E f  (\at —  CT̂ I4) E f  ( I ^  -  <T*I4) .

Poniam o
T

(8.2) E x ( I (7̂  —  <js I4) =  (2 T ) - 1 j  (  c,,r,j («,))* da/,
-T

dove r  < s e cStrj  =  ay (a,,y —  0Lr>j) per i < j  < r  , cs>rJ == as a.sJ  per 
r  +  1 Dalle proprietà (a) — (d) deduciamo che esiste una costante K,
indipendente da r  e s, tale che

(8.3) lim E x ( | ffr —  a , |4) <  K (  S  c2s,r X <  K (A*2 — A*2)2.
T—>00 \y = i /

D a (8.1) e (8.3) concludiamo che esiste una costante Q, indipendente da 
ni , k , k± e k2 , tale che

M  Pri , . , , 2 { ( ß i - ß > ß 2 ) : | ß  —  ß1 l > X ) | ß2 —  ß | > X } <

<  q  ( a : - 2 a i 2 -  a : - 2 ( a : - 2 k ì * ~  a : - 2 a r / /4.

Inoltre, se e >  o , o <  t  <  1 h >  o , kx =  kx (m , t) e k =  k (m , t  +  h), allora 
si ha

(8.5) lim <2 T V 1 I {w e [—  T , T] : | X “ (w , t  h) —  X ? ( w , t) I >  s} | <
T-> 00

< f 3 K ( A l - 2A l2 - A l - 2A Ì f
Pertanto

(8 -6) Hm pT {(ßx , ß2) : I ß2 -  ßx I >  s} =  o .
«4-0

D a (8.4) e (8.6) si ricava (cfr. [1], p. 130, Teor. 15.7, e p. 134, form ula 
I 5-44) che esiste una famiglia di processi stocastici {Zm (•, t) : o <  t <  1} in 
D tale che

(8.7) (X t (•, O  > ' ‘ > X” (;, t^j)
T—>00
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(8.8)

Proviam o ora che X t =--■-=» 7T  in (D , 0 ). Osserviamo che

E t ( I er, —  a, I4) <  K 4 /  (A?2 —  A*2)2

per ogni T , r < s  e, in conseguenza, da (8.1) ricaviam o che

per t± <  t <  t2 , &i =  kx (m., , k =  k (m , t) e k2 — k2 ini , t2).
Inoltre, da (8.7) otteniam o

(8.10) P (z ” (•, i ) H = z “ (-, i-))  =  o .

Com binando le formule (8.7), (8.9) e (8.10) si conclude che

(8. i l ) X m  T -> o o  r j M  • /TA
t ....  —=» Z m (D , S>)

(cfr. [1], p. 128, Teor. 15.6, e p. 133, formula 15.39). In  conseguenza, da 
(8.3) e dalle disuguaglianze di Chebychev e di H ôlder si ricava

per ogni X >  o, ove tx <  t2 e k± =  kx (m , tx) , k2 — k2 (m , t2).
D a questa ultim a formula, ripetendo l’argom entazione usata per passare 

dalla form ula (3.3) alla (3.7) nella dim ostrazione del Teor. 3 di [2], si con­
clude che (come si dice in inglese)

Se si tien conto di (iii), per il teorem a di Kolmogorov esiste un processo 
gaussiano { X ( •, t) : o <  t  <  1} tale che E (X ( •, t)) — o , V  (X ( • , t)) — t e 
Cov (X (•, t^) , X (•, t^j) =  F (t± , t^). R ipetendo l’argom entazione data  nella 
dim ostrazione del Teor. 3 di [2] per passare dalla form ula (3.9) alla (3.12), 
si ottiene

Pertanto, se V*t19...9tp indica la distribuzione di (X (*,A) , • • - , X (•, 2 )̂), com­
binando (8.4) e (iii) si ottiene

(8.12) P ( I Zm ( •, t2) —  Zw ( - , A) | >  X) <  X~3 Q ' (A*-2 A I I  —  A * -2 A ì2)3/2

(8 .13) {Zm} è « tight » in (D , ®).

(8.14) (Z" (•, A) • -, Z" ( . ,  tt )) = = ^ = >  (X (•, a )  • -, X ( .,  tt )).

(8-15) {(Pi - , P , ß2) : I ß —  ßx I >  X , I ß2 -  ß I >  X} <

^ X - SQ

dove tx <  t  <  t2 e Q designa una costante assoluta.



A lv a r o  G onzalez V illa lo b o s , Teoremi limiti funzionali, e ce. 419

Di più, se h >  o, com binando (8.12) e (iii) si ottiene

(8.16) lim tos+n {(ß, , ß .) : ! ß2 — ßi I >  s) <  lim s“ 3 Q' =  o .
7G°

Dalle ultim e due formule segue che X e D  (cfr. [1], p. 130, Teor. 15.7, e 
p. 134, form ula 15.44). Pertanto  da (8.13) e (8.14) si conclude, come vole- 
vasi, che

Zr=m ^ =̂ x  in ( P ' t y '

I Corollari 3.1, 3.2 e 3.3 rim angono validi per una successione { ^ }  simile 
a quella che appare nel Teor. 8. Precisamente:

COROLLARIO 8.1. Se si verificano le condizioni del Teor. 8 e Vipotesi 
addizionale T (t± , tf) =  m in {tx , t2}, allora X t =» Zm ■”*—°̂ =» W  in  (D , 3>).

Corollario 8.2. NelV ipotesi del Teor. 8 con esclusione della (iii), se le 
Gm sono le somme parziali d i 2  aj  (w) > allora X t => Zfi => W  in (D , 3)).

COROLLARIO 8.3. Siano Gm(w) le medie Cesàro-i di 2  aj (w), e
n j

supponiamo che in +  i ) -1 2  ja /  =  o (A^). Se sono valide le condizioni del
/=1

Teor. 8 y con esclusione deir ipotesi (iii), allora X t =» TT =» W  in (D , 3)).
Osserviam o da ultim o che la form ula esplicita data dal Teor. 4 di [2] 

sussiste ancora nel caso attuale.
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