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Probabilita. — 7eorem: limiti funzionali per sistemi moltipli-
cativi. Nota II di ALvaro GonzALEz VILLALOBOS, presentata ® dal
Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — Multiplicative systems are generally defined in a finite interval. Here
we give a definition of a uniformly bounded multiplicative system in the real line, and prove
results corresponding to those shown in [2] for the interval [o, 1].

I. In questa Nota II si introduce il concetto di sistema moltiplicativo
su tutta la retta reale e, facendo seguito alla Nota lincea [2], si provano i
relativi teoremi limiti funzionali.

Sia {¢; (@)},/=1,2, -+, ® €R, una successione di funzioni reali quasi
periodiche uniformemente limitata: |{; (w)| < K. Poniamo

o

T
ERREIC PR _1 " oy o
MY = lim (2 T) J G (@) 4 (o) da,
-T

dove £=1,2, -,/ 5/,=F =/, e ciascuno degli esponenti Uy ye, o
ha il valore 1 0 2 ®. In tutti i teoremi che seguono si fa l'ipotesi che la
successione {{,} abbia le seguenti proprieta:

@ Mi=1; (&) M, =15 () Mpi2h =o, E=1,2, -

1;./2 ey

(cfr. [2], formule (1), (2) e (4)).
II. TEOREMA 7. Sia {b,;}, m=1,2,---,j=1,2,-++,m, una succes-

m 1/2 m

sione di numeri reali e definiamo B, = (Z é?,,,j) ) G, (@) = Z b, Y, ().
J=1 j=1

Se

m—> 00

i) B,,— oo; it) B;lmame,jl — 0,

1<j<m

allora

m—>o00 T—>o00

lim lim 2T)™' |[{w€[—T,T]: B, 6, (0) < y}| = (27) 1 f exp (— £2)2) d¢

—00
per ogni y € R ad eccezione di un insieme numerabile.

Dimostrazione. In vista della quasi periodicith di B,' o, (w), la dimo-
strazione del Teor. 1 di [2] si pud ripetere nel caso attuale con ovvie modifiche.

(*) Nella seduta del 26 novembre 1973.
Gyscee sy . . . . . .
(1) I numeri Mj:’m,]: esistono perché le funzioni {; sono quasi periodiche.
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COROLLARIO 7.1. Sia {a;},j=1,2, -+, una successione di numeri

m

1/2 ” '
reali e pomiamo A, = (Z ajz-) . Stano o, (o) = E @; O, ; Uy () le medie
s |

7=1
: 0 m 1/2
Cesaro—a. (o >0) di Z a Y, (w) ; B, = (Z a; oc?,,,j) . Se A,—>o00 ¢
i1 j=1

-1
A, max |a;| == o, allora
1</<m
Y

lim lim (2T)™" [{o € [—T,T]: B on(w) < y}| = (275) j exp (— £2[2) dt
m—>00 T—>o00

per ogni y € R ad eccezione di un insieme numerabile.

IITI. Consideriamo una serie S (o) = Z a; 4, (0), a; € R, dove {{;} sia
=

una successione uniformemente limitata di funzioni quasi periodiche godente
delle proprieta (@), (8), (¢) e (@) My“ ; =o.

172573
m

12
. 9 . . .
Sia A, = (Z aj> e sia {&y,;},”,j= 0,1, -+, una successione dop-

7=1
pia di numeri reali non negativi tale che «, ; = 0 se 7 > . Supponiamo che

o.,; sia decrescente quando ; cresce, e che a,, ; sia crescente ed abbia limite 1

m 12
. * N2 2 *
per m — oo. Poniamo A, = (2‘ Oﬁm’jaj) per m=1,2,---;A0=o0. Le
=1

medie lineari della serie S (w) saranno scritte o,, (©) = Z Um, ; @ Y; (@) per
=1

m=1,2, ;06 (w) = o0.

TEOREMA 8. Sia X7 (w,£) = A, o,(w) per 1€ [A7 AL L A2 AL @)
w€[—T,T],m,T=1,2,---,¢ b=o0,1,---,m—1; XT (0, I)=Ajf,"lcm__1(m).
Ammettiamo che siano valide le condizions:

i) A, —o0;
ii) A" max |a;| =2 o;
1<j<m

i) L5, =lim (2T) J X% (0, 4) X8 (0, 15) do 2=2 T' (4, 1,) €R

per ogni t ,t,€[0.1] ¢ T.(z,7) =Tz‘ per t€fo, 1]. Consideriamo la misura
di Lebesgue normalizsata di |[— T, T). Allora, esiste una famiglia di processi sto-
castici {Z" (-, 8):0<t< 1), m=1,2, -, tale che X§ ==L 7" 222, X
in (D,9D), dove {X(-,2):0<2< 1} & un processo gaussiano.

Dimostrazione. Per ogni fissato m, sia p la misura di probabilita
R

¢
oy
associata alla distribuzione A-dimensionale

lim 2T) ' {we[—T,T]: X¥ (w, )<y, i=1,2, -~
T->o00

(2) Scriveremo &= &(m , #).
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by €[o, 1], ¥, 0, 7, €R (& noto che questo limite esiste per ogni
Y1, Y2 €R ad eccezione di un insieme numerabile).
Proviamo anzitutto che esiste in D un elemento aleatorio Z” con distri-

T
buzioni finito—dimensionali A . Poniamo E; (f) = (2 T)™! f J (w) dw.
Sia fy< i<ty b=y (m 1), b=k (m,8) e by— ky(m . Si ricava
dalle diseguaglianze di Chebychev e di Hoélder che
(8.1) T {w e[—T,T]: | X7 (w,8) — X¥ (w, #)| =1,
|XT (w, ) — XT (w, )| =3} <
<2 ALTPEY (o, — o | EX® (o, — i),

Poniamo
T

(8.2) Er(lo,—o )= D™ / (;1 Corrni by <w>)4dw,

dove »<s e ¢, =a; (0, —,;) per 1<j<7r,c,,, = a, o, ; per
7 +1 < j < s. Dalle proprieta (a) — (¢) deduciamo che esiste una costante K,
indipendente da » e s, tale che

s 2
(8.3) lim Ey (o, —o,[") < K (Z c?,w-) < K (A2 — AP
T—s00 J=1

Da (8.1) e (8.3) concludiamo che esiste una costante Q, indipendente da
m,k,ky e ky, tale che

(8'4> 9’?1,1,12«31’B’BZ>:IB_31|27\:IBZ'——Q]Zx}g

1

< }\—(3 Q <A*——2 A‘;Z _A*—-2 A:2>3I4 (A*—-2 A:2 _A*—Q A:2)3/4

-_— m m 1 m P m .
Inoltre, se e >0,0<¢< 1,4 >0,k = ky(m,t)elk=Fk(m,t-+ %), allora
si ha
(8.5)  lim 2T)" [{w €[—T,T]: |X¥ (w, ¢+ k) — X¥ (w,#)| ><}| <

T->o00 ’
< UR(AN AT ALTAI

Pertanto

<86> /l’zi\]lgll‘)l “?ﬁt.’»}; {(ﬁl ) BZ) : ”32 - Bll Z E} = 0.

Da (8.4) e (8.6) si ricava (cfr. [1], p. 130, Teor. 15.7, e p. 134, formula
15.44) che esiste una famiglia di processi stocastici {Z” (-,#):0<#< 1} in
D tale che

@7 (XF(C, ), XT (L 4) =22 (27 (1, 1) -, 27 (1 1))
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Proviamo ora che X% =——-=Z" in ‘(D , D). Osserviamo che
(8.8) E; (|6, —o,|") < K*s* (AT? — AT??
per ogni T, <s e, in conseguenza, da (8.1) ricaviamo che
(8.9) @) {we[—T,T]: | XF (w, ) — X¥ (w, )| =2,
| X% (@, 2) — XA (@, 8) =0} <
<P KPS (AN A2 pF-? AZ:Z).?»/AL (A% A:f AR Azlz)?,m

per‘ tl gtétz,/é].:é].(m,tl),é:k(m,f) € /é2=k2<7%,l‘2>.
Inoltre, da (8.7) otteniamo

(8'IO> P<Zm<')1>:izzm<',1_))20'
Combinando le formule (8.7), (8.9) e (8.10) si conclude che

(8.11) X7 —=2257"  in (D,9)

(cfr. [1], p. 128, Teor. 15.6, e p. 133, formula 15.39). In conseguenza, da
(8.3) e dalle disuguaglianze di Chebychev e di Hélder si ricava

(8.12) P (|27 (-, t)—Z" (-, )| =0 < AP Q (AL TTAY — AL ALY

per ogni A >0, ove ¢, <ty e by =FR (m b)), ko= ly(m , ).

Da questa ultima formula, ripetendo 'argomentazione usata per passare
dalla formula (3.3) alla (3.7) nella dimostrazione del Teor. 3 di [2], si con-
clude che (come si dice in inglese)

(8.13) {Z™ & «tight» in (D, D).

Se si tien conto di (iii), per il teorema di Kolmogorov esiste un processo
gaussiano {X (-,#):0<¢ <1} tale che E(X (-,9) =0, V(X (:,) =t e
Cov (X (-, 2), X (-, %)) =T (4,4%). Ripetendo l'argomentazione data nella
dimostrazione del Teor. 3 di [2] per passare dalla formula (3.9) alla (3.12),
si ottiene

(8I4> (Zm<')l‘1) Ty Zm('!tp» == (X (',l‘1> oo X (':éﬁ))'

Pertanto, se @ ,...,;, indica la distribuzione di (X (-, %), -, X (-, ), com-
binando (8.4) e (iii) si ottiene

(8.15) e,y {Bry By B i [B—B1l =2, [B—Bl =N <
<2 PQe—n)" @t —2»",

dove # < ¢ < ¢ e Q designa una costante assoluta.
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Di pidi, se 2> o, combinando (8.12) e (iii) si ottiene
(8.16)  lim i (BB [By— Py Z ) < lim QAT = o.

Dalle ultime due formule segue che X € D (cfr. [1], p. 130, Teor. 15.7, e
p. 134, formula 15.44). Pertanto da (8.13) e (8.14) si conclude, come vole-
vasi, che

Zm ::?n__:?ﬁ X in <D y &D) .

I Corollari 3.1, 3.2 e 3.3 rimangono validi per una successione {{;} simile
a quella che appare nel Teor. 8. Precisamente:

COROLLARIO 8.1. Se si verificano le condizioni del Teor. 8 e ['ipotesi
addizionale T' (¢, , ;) = min {¢,, ,}, allora XT 1o, 7" P2 W in (D, 9).

COROLLARIO 8.2. Nell'ipotesi del Teor. 8 con esclusione della (iii), se le
6, Sono le somme parziali di Z a; (llj (w), allora X7=2"=W in (D,9D).
].
COROLLARIO 8.3. Stano o, (w) le medie Cesaro—1 di Z a; ; (w), e
7 J
supponiamo che (n -+ 1) Z ja: = o (AD). Se sono valide le condizioni del
i=1
Teor. 8, con esclusione dell'ipotesi (iii), allora X¥=272"=W in (D, D).
Osserviamo da ultimo che la formula esplicita data dal Teor. 4 di [2]
sussiste ancora nel caso attuale.
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