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Topologia algebrica. — Sulle classi caratteristiche di un fibrato 
di sfere N ota di M a n l i o  B o r d o n i ,  p re se n ta ta lo  dal Corrisp. 
E . M a r t i n e l l i .

Summary. — A modification of the original definition of Stiefel-Whitney classes 
is given. A geometrical specification of the construction of Teleman’s classes ti, defined in [5], 
is also given. A direct proof of the equalities A (Ç) =  w£ (73) follows, when yj , $ are a real vector 
bundle and the associated sphere bundle with antipodal involution.

i. Introduzione

1.1. In  [5] N. Telem an ha definito certe classi.caratteristiche dei « fibrati 
sferici con involuzione », che richiam erem o in modo preciso in seguito (n. 2.2). 
Per ora ricordiam o che un fibrato sferico con involuzione è una quintupla 
Ç =  (S , re , B , S*"1, A), dove:

■ (S , tu , B , S**~x) è un fibrato localmente banale, di spazio totale S, proie
zione 7u, fibra la sfera (n —  i)-dim ensionale S**“ 1, e base B paracom patta;

A  : S S e u n ’applicazione continua di S che conserva le fibre ed è
involutoria, cioè tale che A 2 =  1.

Le classi definite in [5] sono classi di coomologia t{(fi) e H* (B ; Z2), 
o <  i  <  n. Viene provato in [5] che quando (S , tu , B , S*“ 1) è un fibrato 
associato ad un fibrato vettoriale 73 ■= (E  , 7u , B , Rw), cosa che indichiam o 
scrivendo £ =  S (73), ed A  è l’involuzione antipodale, riesce

O -1*1) 4 (Ç) =  tt/f. (Y)) Vz , o < i < n ,

essendo (73) le classi di S tiefel-W hitney di 73.

In  questo lavoro presentiam o, da un lato, una modifica di una delle defi
nizioni delle classi di Stiefel—W hitney (n. 3), e, d ’altro lato, una specificazione 
geom etrica della costruzione delle classi di Telem an (n. 4).

Ne deduciam o (n. 5) una dim ostrazione d iretta delle eguaglianze (1.1.1.).

1.2. Notazioni. Supporrem o nel seguito che B sia un poliedro arbitrario; 
indicherem o con B(p), o < p <  00, lo scheletro di dimensione p  di B.

Sia 73 =  (E  , tu , B , Rw) un fibrato vettoriale reale di dim ensione n (E  
sara lo spazio totale di 73 , tu la proiezione e B la base). Supponiam o che 73 sia 
m unito di una m etrica euclidea, ciò che non restringe la generalità; sia S ( t j )

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. delC.N.R. Ringrazio il prof, N. Teleman 
per i consigli datimi nello svolgimento di questo lavoro.

(**) Nella seduta del 26 novembre 1973.
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il fibrato di sfere associato ad y). Indicherem o con E3, risp. S (E3), b e  B, la 
fibra di yj, risp. di S (y)), su b. Se E, è un fibrato qualsiasi su B, rappresen
terà la restrizione di £ allo scheletro

Se 1R rappresenta il fibrato prodotto di base B(i!,) e fibra R, indicherem o 
con ^ 0) : B^  -> vj © 1R la sezione definita da

4 0> (b) =  (o, , i) e E, © R , b e  B(Ä.

Se X è uno spazio topologico, con {C p (X ; G) ,3^ } indicherem o il com
plesso delle catene singolari di X con coefficienti nel gruppo abeliano G.

2. R ichiami

2.1. Classi w fiY]).
Per il fibrato vettoriale Y) siano W,(y]), r  =  i,- • - , i fibrati su B degli 

^-riferim enti. Le classi di S tiefel-W hitney (y]), f =  i , • • *, ny sono per 
definizione le ostruzioni modulo 2 all’esistenza di una sezione continua in 
W#f_,-+1(Y)) (vedi per esempio [3], pp. 56-59, e [4], pp. 148-149, 166-167, 
178, 190-191); si pone w 0 (y)) =  1 per definizione.

2.2. Classi t{ (£). ’
Dato il fibrato sferico con involuzione E, — (S , tu , B , S*” 1, A), si consi

deri il fibrato sferico con involuzione, sospensione di £, SE, =  (S , B , S \ A )  
in cui:

la fibra su b e B è la ^ -sfera  S3 =  SS3” 1 =  S^” 1 * S°, sospensione di 
S3” 1 (fibra su b di £), ovvero « join » di S^” 1 e di una o-sfera S° (o, più espli
citam ente, join S^” 1 * S3, essendo S3 fibra su b di B xS°);

l’involuzione A, fibra per fibra, è definita da:

A o  ̂— l cO v r+n—1 oO . S3 * O —̂ 03 * S

( x , t ,  ( A x , t ,  a0) , x  e S ^ 1 , t e [o , i]

(avendo assunto S° =  { a 0 , a0} ed S ^ 1 * S° =  C"" SJT1 U Ca° SJT1, dove il cono 
di vertice a sullo spazio X è definito da

C^X =  {(x, t , a) I x  e X , t e [o , 1 ]}//~

con (x , t , a) ~  (y  , t , a) se t  =  1, x  e y  qualsiansi in X).
Per non appesantire la notazione, abbiam o indicato con A  tan to  l’invo

luzione di \  quanto  quella di S£. Si noti che risulta, su ogni fibra S” , aQ=  A a 0 ; 
direm o aQ ( =  (af)f) polo nord di S3.

Nel fibrato SÇ consideriamo la sezione canonica s ^  :

s“» : B -> S

b i-> (x , i , a0) , 6 e B .f i  x  e S3” 1
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dei poli nord delle sfere S3 =  S3 1 * S°, e tram ite questa definiamo la rapp re
sentazione di catene K(0) =  {K^0)}

(2.2.1) K f  : Çp (B ; Z) -> C, (S ; Z)

dove Gp è un simplesso singolare e con sopralineatura (per esempio 5(0) , Ä) 
indichiam o i morfismi indotti sui complessi di catene dalle corrispondenti 
applicazioni (per esempio , A).

Si noti che essendo A 2 — 1 è anche Ä 2 =  1.
Cerchiam o di definire induttivam ente opportuni operatori

(2.2.2) K «  : C , (B ; Z) CP+r (S ; Z ) , r  >  o ,

tali che, se ap e Cp (B ; Z), si abbia

(2.3.3) (1 +  (—  I)r Ä) K ^-1)a , =  3K < %  +  ( - i r 1 K« ,3 9 ,  ,

cioè

(2.2.4) dtipep  =  (1 +  ( I )r A) +  ( - 1 /  K j l ,  a*, .

L a costruzione dei K a v v i e n e  per induzione doppia rispetto ad r e f i .  In  [5] 
N. Telem an verifica che gli operatori esistono finché p  +  r  <  n. Per 
p + r  — n - \- i  si ha u n ’ostruzione all’esistenza di K £ lr+1, rappresenta ta  da 
una cocatena cow_ r+1 (£ , {K ^}  , 2ìn)} dipendente dal sistema di operatori 
{K ^}, definita su B e a valori nel sistema locale 2tn dell’omologia ^—dimensio
nale delle fibre S3. Precisam ente il valore di <ùn__r+i su un simplesso singolare 
di B è dato dalla:

(2.2.5) M n - r + l  (< 3 n -r+ l)  =  [(1+  ( 0  Ä) ff»-,-+l+(--- i / 3 G w_r+1] 6

e H„(ey*_r+1xS* ; Z ) , që Z ,

dove con cr«_̂ +1x S w si denota sinteticam ente il fibrato banale indotto di SS; 
m ediante l’applicazione Gn_r+i.

Sem pre in [5] è stato provato che:

(2.2.6) oòn_rjriL (mod 2)

è un  cociclo, la cui classe non dipende dalla particolare scelta degli operatori 
K ^ .  Ebbene si pone:

(2.2.7) tn-r+l (5) =  [&n-r+1] € H ^ 1 (B ; Z2) .

3. Definizione modificata delle classi di Stiefel- Whitney

3.1. Dalla teoria delle ostruzioni (vedi ad esempio [4], pp. 148-149, 166- 
167, e [6], pp. 65-71) è noto che nel fibrato rfn- x\  restrizione di v) allo scheletro 
B(w-1), esiste una sezione continua di norm a 1 in ogni punto, che indicherem o
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con jd), ma, in generale, la sezione s<M non si può estendere ad una sezione 
nel fibrato Poniam o Sia r)2 il fibrato vettoriale di dimensione
n —  i su complemento ortogonale alla sezione jh) in (restri
zione a di rtl). Lo stesso argom ento ci dice che per il fibrato yj2 di dim en
sione n —  i esiste una sezione un itaria  s@> definita su B(*~2), cioè una sezione 
del fibrato ristretto  2). Così procedendo per induzione rispetto ad r, costrui
remo i fibrati vettoriali y\r e le sezioni s(r) tali che yjr è un fibrato vettoriale 
di dimensione n —  r  +  i su ed sw è una sezione unitaria  su B(*~r)
in ■ ia coppia ('yp+i , sarà definita così : vp+i è il complemento
ortogonale di sO in \ su B ”̂ ^ ed sarà una sezione unitaria  su
B(K- ’' - 1) in rì(x- r~1).*T+1

In  generale, le sezioni s ^  non possono essere estese a B^n~r+1) ; l ’ostruzione 
è data  da un cociclo di dimensione n —  r  fi- 1 su con coefficienti
locali definiti dai gruppi di omologia Un_r(V6 —  { 0 }  ; Z), dove V è, b e  B(n~r+1\  
è la fibra di rjr in b. Tale cociclo, che indicherem o con <p*_r+1, risulta definito 
dai valori

(3.1.1) % -r+l (<Jn-r+l) =  9am- r+i] € H „ .r (<yM_r+1 X (R^ 1 —  {0}) ; Z) (^ Z )

dove an__r+1 è un  simplesso singolare su B(*-r+1), f r) indica al solito la rap p re
sentazione di catene indotta da e col simbolo an_ r+1 X (Rn~ r+1 — {o}) si 
denota il fibrato indotto m ediante l’applicazione Gn„r+i similmente a quanto 
detto per la (2.2.5).

Ebbene; riducendo i valori di <pn-r+1 modulo 2, cioè considerando

(3-1-2) ?*-r+l =  <?n-r+l (mod 2),

si ottiene un ordinario cociclo su B(n~r+1) a valori nel gruppo costante Z2.
Considerata l’inclusione i :  B^n -> B, l’omomorfismo indotto  sui 

corrispondenti g ruppi di coomologia:

i* : H n~r+1(B ; Z2) -> B.n- r+l(B{n~r+1) ; Z2)

è un monomorfismo, come risulta ovviam ente per esempio dalla considera
zione della successione esatta della coppia simpliciale (B , B(*” r+1)). Pertan to  
è ben ind iv iduata una classe di coomologia

o - r + j f o )  € H “- r+ i( B ;Z * ) .
tale che

(3-1-3) i * ^ - r+i =  e R — +1(B(- r+1>; Z2) .

Proviam o che:

(3-T-4) PROPOSIZIONE. Le classi d i Stiefel-W hitney coincidono con le classi 
ora definite, cioè

(3-I-5) wt (Vj) =  Vf (vj) , i  =  o , i n.

27. — RENDICONTI 1973, Vol. LV, fase. 5.
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Dimostrazione. Della definizione di vi (r\) risulta intanto

i vn_ (ri) wn̂ rjr_i (r\̂ )

dove y\r è un  fibrato di dimensione n — r  +  i su B(n~r+1) tale che

i* ?l =  7)^-r+1) ^  7], © I r  © . . .  © I r

(i term ini I r  essendo in num ero d i r — 1).
Abbiam o, per la funtorialità delle classi di S tiefel-W hitney,

Wn_r+ì 0'*7)) =  i*w n_ r+1 (ri)
e per la loro stabilità

w n_ r+1 (i*ri) =  wn_ r+1 (r\r © I r  © . . .  © 1R) =  wn_r+ì (yjr) =  i* vn- r+x (ri) 

dunque
(yù =  i* vn_r+1 (73).

Poiché i* è un  monomorfismo, si conclude con la (3.1.5.).

4. Costruzione degli operatori K tramite sezioni ortonormali

4.1. Se il fibrato sferico 2, è associato al fibrato vettoriale rj , ed A  è l’in 
voluzione antipodale, il fibrato sferico 2Ç definito in 2.2 è associato al fibrato 
vettoriale Y] © 1R ed è anch’esso m unito dell’involuzione antipodale (1R indica 
al solito il fibrato banale lineare di base B). Sia S(v) © 1R) lo spazio totale del 
fibrato

Consideriam o la (r +  i)-sfera

S r+1 — Sr * S° , o <  r  <  00, S° =  {— i , -f- i }

e sia A  : Sr -> Sr l’involuzione antipodale; con lo stesso A indicherem o l’invo
luzione indotta da A  in S r+1 (cfr. n. 2.2).

Cöstruite le sezioni s(r\  1 <  r  <  n, del n. 3 e la sezione canonica 
(cfr. n. 1.2)

: B 7] © 1R
definita da

J-CO) (£) =  (p t , 1) e (Y) ©  1R)Ä, b e  B

(si noti che è sostanzialm ente la stessa sezione definita nel ri. 2.2), siano 
Iiq* le applicazioni continue

(4-I-I) 4 r ) : Bw x S r - ^ S ( 7 ] « © l B) l g +  r < n ,

ove vfe) è la restrizione del fibrato r\ allo scheletro B<?), definite per induzione 
rispetto ad r  come segue:

.a) h f )(b , e) =  s j (0 )(<5)  per b e B(4,), e =  ±  i  e S° ( =  S$); 
b) supposto di aver costruito h(p , q +  r  +  i <  n, definiamo

4 r+1> : B(?) X (Sr * S°) S (ïjW © I r)
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ponendo

(4.1.2) k (g+1) (b ; (x  , t , s)) =  ^cos © )  ìtp. (b , x) +  ^sen j (,'+1) (è)

per b e B(?), r e S r (= S J ) , o < / < i ,  s =  ± i e S °  ( =  Sf).
Le applicazioni tip  hanno le seguenti proprietà: '

(i) (B(*} x S') C S (rfp © 1R) ,

in cui r\p è il sottofibrato di dimensione r  di r\iq) individuato dalle sezioni 
* • •, (con i simboli del n. 3.1 p p  è il complemento ortogonale di 

tifh  in

(ii) rispetto alFinclusione canonica sull’equatore ir \ Sr Sr+1, le 
applicazioni t i f ^  estendono le applicazioni tip , q - f  r  fi- 1 <  n\

(iii) tip  A  =  A h{p  ;

(i v) tip  (6  , Ó  -  tip (b , Ô  =  *<’’> (*) , r > t ,

essendo e1 il punto -f- 1 del fattore z-mo del join di r  +  1 copie di
S° : S°* • • • *S° -  Sr.

4.2. M ostrerem o ora come, sulla base delle applicazioni continue tip,
(ff)M

possiamo arrivare a costruire operatori K ^' soddisfacenti alle condizioni 
indicate al n. 2.2 per gli operatori K p\ con riguardo però, anziché al fibrato

di base B, ai fibrati di base gli scheletri di B, precisam ente defi
nisce un omomorfismo di grado r

is)f x , .
(4-2.1) : Cp (B(?) ; Z) Cp+r (S (tjW © i R) ; Z ) .

A tale scopo costruirem o prim a operatori
(q)

(4.2.2) Hj? : C„ (B(?) ; Z) C, (Bw ; Z) ®z Cr (Sr ; Z)

che com porrem o successivam ente con l’equivalenza omotopica di E ilenberg- 
Zilber (vedi ad esempio [1], pp. 193-194)

(4.2.3) 6 : C* (Bfe) ; Z) ® z C* (Sr ; Z) C* (Bw X S ' ; Z)

e con l’opiomorfismo

(4.2.4) tiq  ̂: Cp+r (B ^  X S ; Z) Cp+r (S © 1R) ; Z)

indotto da 4 r) in dimensione p - f r .

Cominciamo col definire H P  nel modo seguente:

( H f  (cr,) =  ap® W
(4-2-5) ,(<?)

s r ( ^ )  =  ( - 0
pr+ r(r+1)

2 <t,®((1 — A)e°*  • • • * (1 — A )er~1*er), r >  i,
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dove ap è un y-sim plesso singolare su B(ìf), ® è l’ordinario prodotto tensoriale, 
* rappresenta il join di catene ed é , A é  sono rispettivam ente i punti + 1 , 
— i del fattore i—mo del join di più copie di S° di cui al n. 4.1 tu.

Gli operatori (4.2.1) sono dunque così definiti:

(4.2.6) K f  =  Â ^ o O c H ^ .

P e r verificare le condizioni del n. 2.2, cominciamo con l’osservare che 
l’involuzione A  del fibrato B(̂ x S r induce, tram ite l’inversa om otopica 0""1 
della 0, (4.2.3), l’involuzione

(4.2.7) A  : C*(BW ; Z) 0 Z C ,(S ' ; Z) -> C# (BW ; Z) 0 Z C ,(S ' ; Z) ®, 

definita dalla:

(4*2.8) Ä  ( g{ ®  Gj) =  G{ ®  A gj

g{ , Gj essendo rispettivam ente un z-simplesso singolare su B(ÿ) ed un y-siru
pi esso singolare su Sr.

R icordando come opera 3 nei confronti degli operatori ® e * (cfr. per 
esempio [1], pp. 193-194, e [2], p. 139):

(4.2.9) 3 (<r,*®Cy) =  3<j,*®Gj +  (—  i)* G{®dGj , (a,*, Gj simplessi singolari)

e
 ̂ 3 (s{ * Sj) =  Ss,. * Sj +  (— i) !+1 s{ *dsj, i , j  >  i 

(4.2. io) ' 3 (j*0 * Sy) =  Sj —  s0 * 3Sj (sï , Sj simplessi affini)

( 5 Où * ^0) — dsi * 0̂ +  (— 

si verifica con un facile calcolo l’identità:

(4.2. h ) a  +  (—  1 /  ä ) h 7 - x) =  aH<r> +  (—  i r 1 H ÿ ii a .

Poiché U'p e 0 sono rappresentazioni di catene, la (4.2.11) si m uta, in 
virtù di (4.2.6), nella:

(4.2.12) (1 +  ( -  I)rÄ) K 'r -1) =  J é p  +  ( -  O '- 1 K & a  .

Tenuto poi conto delle (4.2.5), (4 .1.1), a), si ottiene:

(4.2.13) K f  =  ( / % .

(1) Naturalmente la catena ((1— A) e° • * * (1 — A) er^ *er) va considerata come 
catena singolare di Sr corrispondente all’omonima catena simpliciale della decomposizione 
di tipo! ottaedrale di Sr. È ovvio che il sostegno della catena di cui trattasi è una semi-Sr.

C2) Per semplicità indichiamo con lo stesso simbolo Ä la rappresentazione di catene invo- 
lutoria, indotta da A, sia su C* (Sr ; Z) sia sul complesso di catene prodotto tensoriale che 
compare in (4.2.7). Si avverta perciò che nei due membri della successiva (4.2.8), Ä ha due 
significati diversi.
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W// V
Si è così provato che gli operatori , per ogni fissato q, soddisfano 

alle condizioni del n. 2.2, e sono quindi adatti alla costruzione delle classi 
caratteristiche t{ del fibrato sferico con involuzione ^ q\  restrizione allo sche
letro del fibrato sferico Ç associato al fibrato vettoriale y).

5. E guaglianza (fi) =  t£ f i

5.1. Nel n. 3.1 abbiam o costruito un sistema di sezioni s ^  e sottofi
brati r\r del fibrato vettoriale y], le quali hanno portato alla definizione del 
cociclo <pn_r+i,  (3.1.1), a valori nel sistema dei coefficienti locali definiti dai 
gruppi di omologia

(5.i . i) H„_r (orx( R H~r+1 —  { o}) ; Z) =  U n_ r (<rxS”- r ; Z)

dove, d ’ora in poi, a indicherà un ( n — r fi- i)—simplesso singolare di
U tilizzando le sezioni abbiam o poi costruito (n. 4) un sistema di ope-

ratori K}/ che perm ette la definizione delle classi del fibrato sferico con

involuzione ^ q). In  particolare, per q =  n — r f i  1, gli operatori K ^ ,  che 
indichiam o brevem ente con K ^ ,  portano dunque a definire una cocatena 
(vedi la (2.2.5) ada tta ta  al caso attuale)

(S-1*2) (ùn-rfi-l

con valori nel sistema di coefficienti locali definiti dai gruppi di omologia

(5.1.3) H„(<7X S * ; Z ) .

O ra osserviamo che:

(5.1.4) Lem m a. I  due sistemi locali di coefficienti definiti da (5.1.1), (5.1.3), 
sono canonicamente isomorfi.

Dimostrazione. Consideriamo la ^ -sfera  della (5.1.3): essa è la fibra, su 
un punto b gB^ n r+ì\  del fibrato di sfere associato al fibrato vettoriale 
f i n~r+i) @ 1r (y)<*-'+1) indica al solito la restrizione del fibrato yj allo scheletro 
g(»-r+i)) e ja in diGheremo perciò con S* . A  sua volta la (n — r)-sfera  $n~~r della 
(5.1.1) è la fibra r in b del fibrato di sfere associato al fibrato vettoriale r\r 
di dimensione n — r f i  1 su definito nel n. 3.1. Si ricordi che (n. 3.1):

=  >jr © 1 r © • • * © 1r

i term ini 1R essendo in num ero di r —  1, corrispondendo ciascuno di essi ad 
una sezione s^ \ i =  1, • • •, r  — 1.

Possiamo allora identificare Sj r * S r~1 con Si tram ite Fomeomorfismo

Sn
b( 5-1-5) Lt —1 cfifi—r\ Sh * b
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definito dalla

(S* i -6) I / “ 1 (x , t , y)  =  ^cos —  ) A(r_1) (^ , v) +  ^sen *■

con :r £ S3 , y  e Sr 1, ò eB ^n r+V) ; h^r ^ (y=jé%_}\ì) è T applica
zione continua definita nel n. 4.1.

In  particolare riesce (cfr. la (4.1.2) e la successiva (iv)):

U  1 (x , o , e* ) =  s(i) (fi) , i  =  o , i , • • •, r  —  1

per b e  B(M~r+1), *  £ S3 le sono le sezioni considerate nel n. 4.1 m entre 
e* è, come nel n. 4.1, il punto + 1  del fattore z'-mo del join di r  copie di 
S °: S°* • • • *S° =  S*""1.

Ciascuna ^ -sfera  S3 r * Sr 1 — S3 
calotte s r r * ^ ° * S r- 2 e Sr~r * A / * Sr~2 ;

{e°, A<?°}*S^ 2 si decompone in due 
tram ite Fomeomorfismo L r~* anche

S3 si decompone in due calotte. In  tal modo si ottiene una decomposizione di 
cjXS^. Poiché g è contraibile, l’omomorfismo di collegamento V della suc
cessione di M ayer—Vietoris associata alla data decomposizione di à X S n (vedi 
ad esempio [i j ,  p. 74) è un isomorfismo

(5.1.7) V : H„(aXS* ; Z) -* H„_3 (aX S ”“1 ; Z)

(si noti che, per costruzione, Sw 1 è la fibra del fibrato sferico associato al fibrato 
vettoriale 73).

A pplicando lo stesso procedim ento a partire dalla (ri — i)-sfe ra  SJ” r* Sr~2^  
“  S3 r * { e x, A /} *  • • • * {er~x, A / “1}, prim a rispetto ad / ,  poi e2, e così 
via fino ad er~1, si ottengono altri r — 1 isomorfismi del tipo (5.1.7), compo
nendo i quali si ha Tisomorfismo

(5.1.8) V": H n (er XSw ; Z) H Ä_f (a X Sn~r ; Z)

che dà l’equivalenza canonica dei sistemi locali annunciata.

5.2. In  base al Lem m a (5.1.4)? possiamo identificare i sistemi di valori 
(o coefficienti) delle cocatene <pM-r+i e c*>i_r+1 di cui al n. 5.1.

In  questa intesa stabiliam o che le cocatene <p„_r+1 e coi«r+1, con valori 
ridotti modulo 2 e quindi variabili nel gruppo Z2 fisso, coincidono. Si ha cioè:

(5.2.1) Teorema. <?n-r+ i =  <*n- r+i (mod 2).

Dimostrazione. Proverem o il Teorem a stabilendo che per ogni (n —  r  + 1)~ 
simplesso singolare <7 di B(*“ r+1) riesce

( 5-2.2) V Wn_ r + i(flf) =  Ì 9» - r + l ( f f ) ) ,

dove Ì1 segno dipende soltanto da r; V r èTisomorfismo (5.1.8).
In tanto , per la definizione di co«_r+1 (vedi la (2.2.5)), si ha:

(5.2-3) <~r+i (a) =  [(1 +  (—  i)r A) K^Ir+i <* +  (— I)r K l l r da] e H n (a  X S” ; Z).
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Denotiam o con Qn_ r+1 (cr) lo n-cicìo di crXS** che com pare a secondo m em bro 
della (5.2.3). In  base alle (4.2.6) e (4.2.5) si ha

(5.2.4) 0 ,_ ,+1 (?) =  (1 +  (— i / A )  K t ^ .1  <7 +  (— O'-K «  r aa =
(2n—r+3)r

=  (— 1 ) ~ * ((— I y + ir - 1) 0(o®  ((1 — A) e° * ■■■* (1  —  A) / - 1)) +

4“ 6 (do» ® ((1 —  A) e° * • • • * (1 —  A) er~l * erJ)j .

Consideriamo la decomposizione di d X S ” in trodotta nel n. 5.1, indotta dalla 
decomposizione di SJ~r * {e°, Ae0} * Sr~2 nelle due calotte Snò~r * e * Sr“ 2 , 
S3 r * Ae° * Sr“ 2. T ram ite tale decomposizione, il ciclo Cln- r+i (a) si scompone 
nelle due seguenti catene:

(2n—r-\-3)r
(5.2.5) a. — (■ 1) 2 ((—  i)”+1# ' - 1)e (< r® (A (l — A)*1* - • -*(1 — A )er~1))+

+  h(r) 6 (da® (e° * (1 — A) e1 * ■■■ * (1 — A) er~x * / ) ) )  ,
(2w —r+3)r

ß =  (— i) 2 (̂— I )n 1} 0 (a (x) ( A /  * (1 — A) é?1 * • • • *(1—A ) / “ 1)) —

—  A(r> 6 (da ® (Aé?° * (1 —  A) e1 * • • • * (1 —  A) Z “ 1 * / ) ) )  .

Nel nostro caso, tenuto conto di come agisce il bordo 3  nei confronti di 
® e * , (4.2.9) e (4.2.10), lfisomorfismo (5.1.7) dà:

(5-2.6) Vco;_,+1(ct) =  V [£ì»_r+1 (a)] =  [9oc] =
(2̂ —r+3)^

=  (— O ~  i)r<r®((i—A) / * • • • *  ( ì — a ) / - 1)) +

+  (— i)“ 'r$ r)0(3<r® ((1— A)^1* • • • *(1—A) e ~ x * erJ) J .

Continuiam o ad applicare lo stesso procedim ento rispetto ad e1, e2, • • •, er ~ 1 
successivamente; ricordando il significato di 0 (vedi la (4.2.3)), la definizione 
di A(r)'(vedi la (4.1.2) e la successiva (iv)), e che <?n__r+1 (a) =  [s(r)(dc)] (vedi 
la (3.1.1)), otteniam o che Tisomorfismo (5.1.8) dà

(4n—3r+3)r
(S-2 -7) Vrc#C_r+i(<T) =  (— 0 ' i ]hir) 6 (3<t® ( / ) ) ] . =

(4n—3r+3)r _ (4n—3r+3)r
=  ( - 1) 2 [hir) (a<r X ( / ) ) ]  =  ( - 1) 5 |>>  (?a)] =

r ( r + 1 )

=  (— 1) 2 <p»_,+i (a ) .

cioè la conclusione.

(5.2.8) OSSERVAZIONE. Si noti che, dal ragionam ento sviluppato, risulta 
di più di quanto  espresso dal Teorem a (5.2.1). Precisam ente si ha che le 
cocatene % -r+i ed (ù'n_ r+1 differiscono, eventualm ente, solo per il segno.
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5.3. Il Teorem a (5.2.1) ci perm ette ora di ritrovare, in modo geometrico, 
il risultato  seguente (già stabilito da N. Telem an in [5] sulla base della pro
prietà di unicità delle classi di Stiefel-W hitney):

(5.3.1) Teorema. Se v) =  (E , i z , B , R*) è un fibrato vettoriale e £, — S (tj) — 
=  (S (E) , tu , B , S*“1, A) è i l  fibrato di sfere associato ad  vj con A V involuzione 
antipodale, risulta

(5-3-2) i (tj) =  t{ (£) , i =  o , i ,. . . ,  n .

Dimostrazione. Dalla tesi del Teorem a (5.2.1) testé dim ostrato, passando 
alle classi di coomologia, indicate con §„_r+1 , S)'n_ r+1 la riduzione modulo 2 
delle cocatene <p„_r+1 , <ù'n_r+1, si ha:

(5-3-3) [?«-r+ i] - K _ r+1] e H"-r+1 (B(“" r+1) ; Z2) .

Se ^ n~r+1) è la restrizione allo scheletro B<K~*'+1) del fibrato di sfere 
£ =  S(t)), per definizione (vedi n. 2.2, in particolare (2.2.5) e (2-2-7)) è

(5-3-4) K - r + i ]  =  4 -r+ i (Ç(" - r+1>).

D etta i : B̂ ” r+1  ̂—> B l’inclusione, per la funtorialità delle classi (cfr. [5]) 
riesce

(5-3-5) 4 -r+ l ( e ~ r+1)) =  4 - r +1 (i* 5) =  ** 4 -r+ l ©  -

D ’altronde la (3.1.3) ci dice che

[?*— r+l] =  2 Vn—r+l (fi) ■

L’eguaglianza (5.3.3)» tenuto conto della (5.3.5), ci dà allora:

(5-3-6) i*v „ _ r+1 (fi) =  i* 4 - r+ l (l) •

Poiché i* è un monomorfismo (vedi n. 3.1), se ne deduce quindi

(5*3*7) r+l (yi) 4 - r+ l (^) •

Tenuto conto della Proposizione (3.1.4) risulta così provato il Teorem a 
(5-3-0-
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