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Geometria. — Suy les surfaces réglées . Nota di FrRoiM M arcus,
presentata @ dal Socio B. SEGrE.
R1AssuNTO. — Le superficie di cui al titolo sono quelle rigate per cui i due coefficienti

§ ey di Fubini si riducono a costanti. Esse vengono qui studiate e distribuite in quattro classi
D1, D24, D25, V3, di cui si determinano anche le equazioni in forma finita.

INTRODUCTION

I. Soit S une surface réglée engendrée par le point x = x (2, 2) et «, v les parametres
asymptotiques. Supposons que les asymptotiques z = const. soient les génératrices recti-
lignes de la surface. De la théorie générale des surfaces [1] il s’ensuit queP =p,=0,=o0
et a une homographie prés, S est déterminée par le systéme complétement intégrable:

(1.1) Xuu =0 Zvo = Yy + 0 2o+ pog x.

En multipliant les coordonnées x par un facteur de proportionalité, nous pouvons rendre
6 = const. Alors les conditions d’intégrabilité du systéme (1.1) sont:

3 pos
(1'2) Yuu + 2?221; = 3%2 =0,
et en intégrant on obtient:
(1.3) Y=A+Bu+Cu? ; pp=7—Cu,

ou A,B,C, et sont des fonctions de la variable » seulement.

D’autre part, on sait aussi qu’on peut obtenir 'équation d’une surface réglée en se donnant
une correspondance entre deux courbes (directrices) Ci,Cs, et en joignant par une droite
chaque couple de points correspondants.

Soient y = y () et 2 = z (v) deux asymptotiques de la surface S et % = const. les asym-
ptotiques non rectilignes de S. On peut alors supposer que S est aussi engendrée par le point

(1.4) =9+ uz.

En observant queiles points y et z dépendent seulement de la variable z et sont linéairement
indépendantes, on obtient de (1.1) et (1.3) le systéme:

(1.5) Y —jy—Az=0 |, 2" —B+j) z+Cyr=o0.

Les surfaces réglées dont les asymptotiques courbes appartiennent & un complex linéaire ont
fait objet de plusieurs études. Dans [1] Chapitre IV on trouve une étude systématique et
profonde des surfaces réglées.

En utilisant la condition afin qu’une des deux familles des asymptotiques d’une surface
non réglée appartient & un complexe linéaire, c’est-a—dire la condition: -

3% o, 3% lo,

(1.6) =t (FEE -
on démontre aisément dans [1], page 113 les résultats suivants:

Les surfaces réglées dont les asymptotiques non rectilignes appartiennent & un complexe
linéaire sont toutes les surfaces réglées qui appartiennent & une congruence linéaire, a directrices
coincidant ou non' qui comprennent les lignes flecnodales de la surface.

(*) Nella seduta del 26 novembre 1973.
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Toutes les asymptotiques non rectilignes de ces surfaces réglées sont projectivement
identiques.
La réciproque de ce dernier résultat fut démontré par Guido Fubini dans une Note de
1941 [2] ou il démontre le théoréme suivant:
St toutes les asymptotiques non recvilignes d’une surface réglée sont projectivement identiques
elles appartiennent @ un complexe linéaire et toutes ces surfaces doivent satisfaire la condition:

(17) PLBY _ v ) (”%B=Uwﬁ,

o du

V (U) fonction arbitraire de la variable v (de la variable u).

Supposons que S est une telle surface réglée. En tenant compte de 'expres-
sion (1.3) de v, et en observant que A, B, C, sont fonctions de #, la condition
(1.7) donne:

N_B_C

(I.S) A _—“-B—=

Réciproquement supposons que les coefficients A, B, C de y=A+ Bu -+ Cu2
qui determinent une surface réglée quelconque satisfont (1.8). Par intégration
on obtient:

(1.9) A=HV ; B=hV ; C=4hV,

avec V fonction arbitraire de la variable v et %, 4,, #3 des constantes arbi-
traires. Par conséquent

(1.3) Y=+ kutt®)V,

et la condition (1.7) de Fubini est remplie. En observant que d’aprés Fubini-
Cech [1] page 223, la condition (1.8) caractérise les surfaces réglées qui appar-
tiennent & une congruence linéaive, il résulte que si les asymptotiques non recti-
lignes d'une surface réglée sont projectivement identiques la surface appartient
a une congruence linéaire.

2. Parmi les surfaces réglées dont les asymptotiques non rectilignes
appartiennent a un complexe linéaire, il y a une classe que nowus appelons
surfaces réglées O, caractérisées analytiquement par la propriété qu’on peut
réduire les coefficients y (8) & une constante. Elles ont été rencontrées par
G. Fubini [3] dans un de ses Mémoires fondamentaux sur la géométrie pro-
jective différentielle.

Fubini montre entre autres, que contrairement au cas des surfaces non réglées qui peuvent
admettre tout au plus un groupe Ge de déformations projectives en elles-mémes, les surfaces
réglées telles qu'on peut reduire y (8) a une constante, possédent un groupe continu Gs de défor-
mations projectives en elles-mémes. Il observe qu’il serait peut—étre intéressant d’étudier
plus en détail ces surfaces, ce que nous essayons de faire dans la presente Note. Ces mémes
surfaces ont été rencontrées par nous récemment dans notre Note [4] dont il sera question un
peu plus loin.
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Nous classifierons les surfaces réglées @ en trois classes en relation avec
la foncjclon Doy =17 ’ o

Soit donc S une surface réglée D. Supposons que nous avons réduit v (B)
4 une constante £==o0. De (1.3) il s’ensuit

(2.1) Y=A ; pp=j@ B=C=o),

et de (1.1) on obtient les équations ponctuelles et tangentielles des asymp-
totiques # = const. de la surface 9, qui sont:

(2.2) A —2px —2p, % 4 (Ph— Py X =0,
C(””)— 2?22 C”— ZP;Z 2:, + (PZZ_P;;) C =0,

les dérivées sont par rapport a la variable v.

Nous avons donc a considérer les trois cas suivants:
Premier cas.

(2:3) by =j=o0.

L’équation ponctuelle (2.2) devient

(2.4) A = o,

et ¢ca veut dire que les asymptotiques non rectilignes de la surface sont des
cubiques gauches. De (1.5) on tire

(2.3) Y=tz ; z2'=o0.

Donc la directrice z est rectiligne. Par intégration, nous obtenons les coordon-
nées des points z et y qui sont

(2.6) z(0,0,1,2) 5 y(1,v,kR2,kR6).

Les coordonnées du point x qui décrit la surface @ correspondante et que nous
notons avec 9; sont:

(2.7) 2l=1 ; =0 ; B=rkR2+u ; xt=FkB6+ uv.
L’équation des surfaces 9 est:

(2.8) k(223 4 31t — 32243 =0.

et en coordonnées non—homogeénes

(2.9) g =xy —kx3[3.

Mais ces surfaces sont les surfaces cubiques de Cayley (voir [1], pag. 219),
donc:

Les surfaces véglées D1 sont des surfaces cubiques de Cayley.
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Deuxiéme cas.

(2.10) Pgp =J = const .
Il y a deux possibilités.
)
(2.11) Doy =7 = %, avec a = const. réelle.

Dans ce cas

vy=A=%4 ; B=C=o,
(2.12) Xy =0 ; X,=rkx,+o?x,
y'—y =tz ; ' —alz=o0;

en intégrant nous obtenons

B V7
(2.13) 2(0,0,e% ) y (e“", e, T o e—“”) ,
et les coordonnées du point générique x sont:
1 /] 2 — Y 3 oY kv 4 —ow [ &y
(2.14) al=e*® ; 2=c¢ ;o ad=¢ (—2§—l—u ;o = =t u).

L’équation de ces surfaces, que nous notons avec D,,, en coordonnées homo-
geénes et non-homogénes sont respectivement:

(2.15) 2l = exp%z«(xzx?’—xlx“),
et
(2.16) 2=—i———%10g x.
%)
(2.17) Dop =7 = —02, avec a const. réelle.

Dans ce cas:

(2.18) Xy =0 ; X,=kr,—alx,

et le systéme (1.5) devient:

(2.19) Yt aBy=+rz ; 2'4+a2z=o0.

Les coordonnées des points z et y sont:

(2.20) z(o,0,sinav,cosaw) ; y(sinav,cosav, — 55 COsav, —sin av)
et les coordonnées du point x sont:

. kv .
(2.21) xl=sinov ; x2=cosav ; x3=——2~ cosa v + % sin aw ;

by .
xi= S Sin ov -+ 2 cos v .
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L’équation de ces surfaces, que nous notons avec Dy, est alors:
202
(2.22) wl=22tg—— (at xt —2%4%),

et en coordonnées non-homogénes

£

202

(2.23) 2 =zxy — (14 a2 arctgx.

Troisieme cas.
(2.24) D=7 (@),
avec 7 (v) fonction arbitraire de la variable ». Le systéme (1.5) est maintenant:
(2.23) y”’——]y =k ; &'—jz=o0.

Soient f1 (v) et f; (v) deux solutions linéairement indépendantes de I'’équation
z''—jz = o, et 8 = const. leur Wronskien. En intégrant 1’équation en y, on
obtient les coordonnées du point y et nous avons:

(2.26) 2(0,0,/1@), @) :y=
=(5: 705 (5 [FRav— 1 [ fao) (5 [ oo — £ [Ai0).

Les coordonnées du point x de la surface D correspondant, que nous notons
avec 93, sont:

(2.27) #=fiv) ; 2= f3(v) ;
S5 [Ro—AffRd)+ w6

I

23

I

2t

%(fszl Ja dv—f1./f22di’> + ufy (v),
et 'équation des surfaces D3 est:
(2.28) d(x2a8 —alat) = £ ((x1>2 / (22 dv — (x2)2 f (a1)2 dv) .

Déterminons les surfaces réglées @3 telles qu'une des solutions de I’équation
z''—jz = o, soit égale & ;7 (v). Dans ce cas nous obtenons

(2.29) v=[— r/dz—l-; +Ce,
) [y
(2:30) 2= (5,

ol p est la fonction de Weierstrass avec les invariants g, = 0, g5 = ¢.
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Pour ¢; = o on obtient

(2.31) n=j@ =6v2=/ (),
a qui correspond la deuxiéme solution
(2-32) 2=ra (7’> = %[30.

B

Leur Wronskien est égale & 1 et de (2.26) il résulte:

6 o3 6 23 Y
T . oz . 5
(2.33) 2(0’0’02’30)'3/(21’30’ é,—-—420v>
Par conséquent:
6 23 6u V7 z3
1 % . 2 -2 . 83— ou | 4
(2.34) =« & X o £+ = 5 % 220 -} 30 %>

et les équations des surfaces D3 correspondantes en coordonnées—homogénes
et non-homogenes sont respectivement:

(2.35)  at=a2(a)L (k4 23) + }~3K56— k(ah)=02 2=y —% (180)%5 ox/5.

3. SURFACES REGLEES 9© QUI SONT AUSSI DES SURFACES DE PETERSON

D’apres A. Voss [5] on nomme surfaces de Peterson les surfaces de 'espace
projectif a trois dimensions qui admettent (au moins) un réseau conjugué de
lignes coniques. Les surfaces non réglées qui possedent un reseau R de telles
lignes, ont été profondément étudiées par B. Segre [7] qui les a nommées
surfaces €. Les surfaces réglées de Peterson ont été déterminées par O. Mayer
[5] et independemment par Ya. P. Blank [6].

Il y a quatre types de surfaces réglées de Peterson notamment:

(3 I) &= (%)“ avec O(':}: o ; &= tang—l ;:_ ;

z=% + a2 z=—i’——|—logx.
Les lignes # = const. et v = const. d'un réseau conjugué sont des cowrbes
conigues si 'on a respectivement:
(3.2) K=o ; H=o,
K et H, étant les invariants tangentiels du systéme qui détermine une sur-

face de l'espace projectif P3 rapportée & un réseau conjugué. Un réseau
conjugué est un réseau de Koenigs si 'on a en méme temps

(3.3) K=K=0 ; H=H=o,
H et K les snvariants ponctuels de 'équation de Laplace correspondante. Nous

voulons déterminer s’il y a des surfaces ® qui sont aussi des surfaces réglées
de Peterson. Pour cela nous changerons le repére asymptotique avec un repére



FROIM MARCUS, Swr les surfaces réglées D 383

conjugué que 'on obtient en posant % = # 4 7, v = 7z — 7. Le systeme (1.1)
devient:

% V4 )
(3.4) 2= +=x_ -+ 795;—}— DogX =10, X7+ -~ -——,éx;——,éx;—éx;-— 2 pop X =0,

uv 2 u
et nous avons

(3-5) H=K=H=K=(#—42,)4.

Donc une surface réglée D est aussi une surface de Peterson si et seule-
ment si

(36) é2_-4'p22:0’

et dans ce cas le réseau (7, 7) est aussi un 7ésean de Koenigs.

De (3.6) il s’ensuit que p,,= 7, doit étre seulement une constante diffé-
rente de zéro et par conséquent les surfaces @ correspondantes doivent appar-
tenir aux surfaces (2.14) et (2.21). Observons encore que les surfaces 9y, c’est—
a—dire les surfaces cubiques de Cayley (2.7), ne peuvent pas étre des surfaces
de Peterson. De (3.6) et dans le cas p,, = a2 il résulte:

(3.7 k= + 20,
et nous avons le résultat suivant:

Les surfaces réglées Do avec v = k= + 2 }/;72;= + 20, ou y=+F=
+ 27 }/p22= + 2740 somt les seules surfaces D qui sont aussi des surfaces de
Peterson. .

En observant que pour les surfaces ® nous avons B,=7v,, nous pouvons
dire avec B. Segre [7] que les surfaces précédantes sont les seules surfaces
réglées C.

De (2.16) il résulte que pour « = 4 1, y = £ = — 2, on obtient le qua-
triéme type des surfaces (3.1) trouvées par O. Mayer et Ja. Blank. Du systéme

2
(3.8 X,=0 ; xﬂ,,zkxu—}—%x,

qui détermine les surfaces ® de Peterson, il résulte que les deux familles de

courbes du systéme doublement conjugué du2 — dz? = o sont des courbes W

planes, qui sont projectivement équivalentes entre elles et satisfont 1'équation
ddx £ d%x £ dr | B

(3.9 G TG s TS

Les coordonnées du point générique de ces courbes sont:

LAY LI _E,
(3.10) al=e? ;o at= wue? ;0 ad=e¢ 2
ou
(3.11) x=u ; y=c*,

Les surfaces réglées @ qui sont aussi des surfaces de Peterson sont aussi,
d’aprés B. Segre [7], les surfaces réglées €.
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4. LES TRANSFORMEES PAR CONGRUENCES W DES SURFACES 9.

C. Segre [8] a considéré pour la premitre fois les congruences W a nappes focales surfaces
réglées. Leur étude se fait facilement avec la méthode de Fubini [1] (pages 276-278). Selon
Bortolotti [9] une transiation projective d’une surface en elle-méme est une déformation projec-
tive dans laquelle les points de la surface parcourent des distances infinitésimales de longueurs
Pprojectives égales c'est-a—dire égales dans la métrigue définie par Iédlément linéaire projectif de
Fubini. ,

Selon le méme auteur, la condition nécessaire et suffisante afin gu'une déformation
projective d’une surface en elle-méme soit une transiation projective est que les trajectoires
du groupe de déformations soient les lignes pangéodésiques. Dans notre travail [10] nous
avons démontré le théoréme suivant:

La condition nécessaire et suffisante afin qu’une déformation projective d’une surface en
elle-méme soit une translation projective, est que les trajectoires du groupe de déformations,
appartiennent & une congruence W. Ce qui nous a permis de déterminer toutes les surfaces qui
admeltent des translations projectives.

Dans [4] nous avons montré que les seules surfaces réglées qui possédent un groupe G
de translations projectives non-banales en elles—mémes s obtiennent avec B ou v réductible &
une constante. Le groupe de translations projectives est engendré par la t.i. réductible
. )

a: X= S -+

par leurs tangentes, la seconde nappe focale de la congruence est une transformée par
congruence W des surfaces 9.

3

) Lo £
W Les trajectoires du groupe appartenant a4 une congruence W décrite

Soit donc une surface réglée D e’c%ﬁi —%Uv = 0 les trajectoires du groupe

de #. projectives. D’aprés la théorie de Fubini [1] chap. V, nous obtenons:
(4.1) A=B=c* p=rle® A=—let,

et la deuxiéme nappe focale de la congruence engendrée par les tangentes
aux trajectoires est décrite par le point

(4.2) X=ur+2Ax,+Bx)=lke*x+ 20" (x,+x,).
Pour déterminer les coefficients du systéme
(4.3) Fue= 0,84 BR A+ Py T, Fp=TE,+ 0, %, Py ¥

qui détermine la deuxiéme nappe focale, Fubini [1] introduit comme on e
sait, les trois fonctions N, S, T, définies par:

(4-4) N =+ 2A (p,+ 2A2,,) —2B (u,+ 2Bp,,) ;
N, . N
S = 2A ’ — 2B’
On obtient ainsi:
45 §=6+lg|N| ; B+p=—2By ; TH+y—zA,

AS
Pyu=mut K 5 Pap= Ty N
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ou myy= B, + B0, 4 p11; Moo= pas + Y.+ v0,, et N satisfait aussi I'équa-
tion en N de Fubini [1]:

(4.6) N+ 2 BN+AYN—0

Dans notre cas (B = p,, =0, 0 = const.,, y = £), on a (4.1) et
N=co(—4p,) ; S=o0 ; T=k(E—4py)ec",

(4.7) T\IT-=M” i B=o ; Y=/ , B,=0 ; O,=—24%,
Pru=10 5 D= Py — £ T =0 5 Ty == Pay— 2.

Donc la deuxiéme nappe focale est déterminée par le systéme:

(4-8) =0 ; X,=k,—2k%,+ (p,,— )%,

qui est une surface réglée O, comme la premidre nappe focale.

D’aprés Finikoff [11] une congruence de droites qui réalise la correspondenceé des lignes
de Darboux sur les deux nappes de la surface focale est une congruence de Fubini. Si la con-
gruence réalise 'applicabilité projective entre les deux nappes focales, la congruence est une
congruence D. Ces congruences se répartissent en cinq familles D; (/ = 1,2,3,4, 5) (voir
aussi F. Marcus [12]). Nous avons donc le résultat suivant:

1. Les transformées par congruences W d’une surface réglée D sont aussi
une surface réglée D de méme type et les deux surfaces focales sont projective-
ment applicables;

2. La congruence correspondante W est une congruence D.

D’aprés Terracini [I 3] 'élément linéaire d’une congruence engendrée par les tangentes

du

aux courbes A= —B—- d’une surface que l'on considére la premiére nappe focale de la

congruence est:

[2W (Bdu + Ade)®— N du do] du do

. E = >
49) 4 (B® du®— A% do?)
ou
_ (As+ By B, + AB
(4.10) W = ( x )u— ( B )” .

Si la congruence est de type W, ’élément linéaire est
Ndo? dz?

4.9 = .
“97 4 (B®du® — A% do?)

Considérons la congruence engendrée par les tangentes aux courbes
d# + dv=o0. En notant avec x* le point générique de la seconde nappe foca-
le, on obtient avec les formules établies au commencement de ce paragraphe:

A==__B W= ket = — ¥
N'=a(—y4p,) S'=0 ; H=rF,
(4.11)

B'=o0 ; Y'=k=y ; pi=o0;

Pp=1t,—H 5 O=o0 ; 0'=22,
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et la deuxiéme nappe focale (x*) est déterminée par le systéme

(4.8") Coxb =0, 2= Rtk 2kt (p,— B ot

un

ce qui démontre que les surfaces (x), (%) et (x*) sont projectivement applicables.
Nous obtenons ainsi deux suites de surfaces réglées D projectivement applica-
bles. Les éléments linéaires des deux congruences sont égaux et nous avons

. (B% — 4 poy) da® A0
T T 4(dP—dud)

Donc les deux congruences sont d’aprés Terracini [13) projectivement appli-
cables de deuxiéme espéce. D'aprés un résultat de F. Marcus [12] les con-
gruences sont de type Dy et les courbes du? — dv?= 0 sont des pangeodesiques.

Considérons tout d’abord une surface cubique de Cayley et la congruence
engendrée par la droite (x, X). La surface étant une surface 91, nous avons
P59 =0 et le systeme (4.8) correspondant est:

(4.8") X,,=0 ; R%,=k,—2k%,—F%.
En intégrant nous obtenons les coordonnées du point ¥ qui sont:
(4.12) Xl=rec* ; xX2=yge*

73 = (ié_zi + u) e . F= (__%_ BB 4 mj) -

et les équations de la seconde nappe focale en coordonnées homogénes et non
homogenes sont respectivement:

(4.13) 9?1(3?19?4——~3_629_c3)+—‘;—é(372)3=o ; F=

w1

4% 9
- X° .
+ 3

Pour 4k = 3 nous retrouvons le troisiéme type des surfaces réglées (3.1)
trouvées par O. Mayer et Ja. P. Blank.

Supposons que la premiére nappe focale de la congruence est une surface
Dy, réglée c’est—a—dire Dgp = 02. De (4.1), (4.7) et (4.3) il résulte

=l

(4.14) Ww=0 ;  E=k,— 2%, (— )%,

et les' coordonnées du point X sont:

(4.15) Xl= R | F= g @thr ; xB—= (O (y k(1 — 200)/402) ;
Ri= 0 (— £ (1 4 2 w0)/4 02+ o).

Les deuxiémes nappes focales de la congruence, dont les premiéres nappes

focales sont les surfaces (2.12), sont determinées par les équations:

7t 202 (22;?3—21:?4)
)

(4.16), B X\ T

logx

et pour 202 — k = 0, on obtient la surface réglée de Peterson de quatriéme type,
cest-a—dive la surface z = % + log x.
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Enfin soit p,,=—0o?, c’est-a~dire que la premiere nappe focale de la
congruence est une surface @y, . Nous avons alors le systeme

(4.17) Xpy=0 ; K= Akx,—2k%x,— (®+F)x=0,
d’ou en intégrant:

(4.18) ¥l=e¢®cosaw , X2=c*sinav;

. £ kv .
X3=¢g*® ( 5 — sin aw + % cos ow)
4o 20

k. /v cos oy . '
Xt=e¢* (" sin av — ———— -+ % sin av
Xt=¢e ( 2 St 0 T ),
et en coordonnées homogenes et non-homogeénes les équations des deuxiémes

nappes focales des congruences sont donc

(4.19) %?:tg(zzz—xz—_xf_i__f:) , s=2<L # (I+ )arctgx.
\

2LV ()2 + (x2)2 x 202 x

Observons encore que les asymptotiques non rectilignes des surfaces réglées Dy, Do, , Doy,
sont des courbes anharmoniques, ou courbes W, et par conséquent elles se trouvent aussi sur
des quadriques (voir G. Bol [15]).
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