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Geometria. — Sur les surfaces réglées 3). N o ta  di F ro im  M a rc u s , 
p re s e n ta ta  (#) dal Socio B. S e g re .

R iassunto. — Le superficie di cui al titolo sono quelle rigate per cui i due coefficienti 
ß e y di Fubini si riducono a costanti. Esse vengono qui studiate e distribuite in quattro classi 
Sfi , S>2a ì S>23 , , di cui si determinano anche le equazioni in forma finita.

Introduction

i. Soit S une surface réglée engendrée par le point * =  x  (u , v) et u , v les paramètres 
asymptotiques. Supposons que les asymptotiques v =  const, soient les génératrices recti­
lignes de la surface. De la théorie générale des surfaces [i] if s’ensuit que ß =  p n  =  Qu =  o 
et à une homographie près, S est déterminée par le système complètement intégrable:

( * * -0 %uu -  O ! %vv — YX u -f* 0z/ Xv ^ 22  x .

En multipliant les coordonnées x  par un facteur de proportionalité, nous pouvons rendre 
0 =  const. Alors les conditions d’intégrabilité du système (i.i) sont:

v x 2\ , , _   ̂ A2
' * ' Y uu F  2 A 2 u f f f T  ~  °  ’

et en intégrant on obtient:

(1 -3) y =  A +  +  Cu2 ; ŷ 22 =  j  —■ Cu ,

où A , B , C , et y sont des fonctions de la variable v seulement.
D autre part, on sait aussi qu’on peut obtenir l’équation d’une surface réglée en se donnant 

une correspondance entre deux courbes (directrices) Ci , C2, et en joignant par une droite 
chaque couple de points correspondants.

Soient jK , =  y  (v) et z = z (v) deux asymptotiques de la surface S et u =  const, les asym­
ptotiques non rectilignes de S. On peut alors supposer que S est aussi engendrée par le point

(1 -4) x  — y  +  uz .

En observant quelles points jk et z dépendent seulement de la variable v et sont linéairement 
indépendantes, on obtient de (i.i) et (1.3) le système:

(ï-5) y "  —jy  — A# =  o , z"  — (B + y) z -j- Qy = o .

Les surfaces réglées dont les asymptotiques courbes appartiennent à un complex linéaire ont 
fait 1 objet de plusieurs etudes. Dans [1] Chapitre IV on trouve une étude systématique et 
profonde des surfaces réglées.

En utilisant la condition afin qu’une des deux familles des asymptotiques d’une surface 
non réglée appartient à un complexe linéaire, c’est-à-dire la condition:

(1.6) — log T- =  ßY / 32logß \
V ’ du du PY l  \  dudv - W ) ’ -

on démontre aisément dans [1], page 113 les résultats suivants:
Les surfaces réglées dont les asymptotiques non rectilignes appartiennent à un complexe 

linéaire sont toutes les surf aces réglées qui appartiennent à une congruence linéaire, à directrices 
coincidant ou non qui comprennent les lignes flecnodales de la surface.

(*) Nella seduta del 26 novembre 1973.
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Toutes les asymptotiques non rectilignes de ces surfaces réglées sont projectivement 
identiques.

La réciproque de ce dernier résultat fut démontré par Guido Fubini dans une Note de 
1941 [2] où il démontre le théorème suivant:

Si toutes les asymptotiques non rectilignes d'une surface réglée sont projectivement identiques 
elles appartiennent à un complexe linéaire et toutes ces surfaces doivent satisfaire la condition'.

(i-7) 9 log Y
dv V {v) / glogß

\  du

V (U ) fonction arbitraire de la variable v (de la variable u).

Supposons que S est une telle surface réglée. En tenan t com pte de l’expres­
sion (1.3) de y, et en observant que A, B, C, sont fonctions de v, la condition 
( i . 7) donne:

(1.8) A' B' C'
A “  B ~~ C

Réciproquem ent supposons que les coefficients A, B, C de y =  A + B ^  +  Q /2 
qui déterm inent une surface réglée quelconque satisfont (1.8). P ar intégration 
on obtient:

(1.9) A  =  k±V  ; B =  k2V  ; C =  k3 V ,

avec V  fonction arbitraire de la variable v et kly k2i kz des constantes arb i­
traires. P ar conséquent

C1 *30 y = {K  +  h  u + h  u*) v ,
et la condition (1.7) de Fubini est remplie. E n observant que d ’après Fubini- 
Cech [1] page 223, la condition (1.8) caractérise les surfaces réglées qui appar­
tiennent à une congruence linéaire, il  résulte que si les asymptotiques non recti­
lignes d'une surface réglée sont projectivement identiques la surface appartient 
à une congruence linéaire.

2. Parm i les surfaces réglées dont les asym ptotiques non rectilignes 
appartiennent à un complexe linéaire, il y a une classe que nous appelons 
surfaces réglées £>, caractérisées analytiquem ent par la propriété qu ’on peut 
réduire les coefficients y (ß) à une constante. Elles ont été rencontrées par 
G. Fubini [3] dans un de ses Mémoires fondam entaux sur la géométrie pro­
jective différentielle.

Fubini montre entre autres, que contrairement au cas des surfaces non réglées qui peuvent 
admettre tout au plus un groupe G2 de déformations projectives en elles-mêmes, les surfaces 
réglées telles qu’on peut réduire y (ß) à une constante, possèdent un groupe continu G3 de défor­
mations projectives en elles-mêmes. Il observe qu’il serait peut-être intéressant d’étudiei 
plus en détail ces surfaces, ce que nous essayons de faire dans la presente Note. Ces mêmes 
surfaces ont été rencontrées par nous récemment dans notre Note [4] dont il sera question un 
peu plus loin.
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Nous classifierons les surfaces réglées 3) en trois classes en relation avec 
la fonction =  j .

Soit donc S une surface réglée 3). Supposons que nous avons réduit y (ß) 
à une constante De (1.3) il s’ensuit

(2.1) y = = A  ; p w =  j ( v )  (B =  C =  o ) ,

et de (1.1) on obtient les équations ponctuelles et tangentielles des asym p­
totiques u  =  const, de la surface 3), qui sont:

(f"\ * / ' ' / 2 ' ' \(2.2) X > —  2 f 22X  —  2 P22X +  (pn — p ^  x =  O,

2 / 22 2P22 K’ +  ( P \ - Q  C =  O ,

les dérivées sont par rapport à la variable v.
Nous avons donc à considérer les trois cas suivants:

Premier cas.

(2-3) P t o = J = ° '

L ’équation ponctuelle (2.2) devient

(2.4) *<""> -  o ,

et ça veut dire que les asym ptotiques non rectilignes de la surface sont des 
cubiques gauches. De (1.5) on tire

(2.5) y "  =  kz ; z n =  ■ o .

Donc la directrice z  est rectiligne. P ar intégration, nous obtenons les coordon­
nées des points z  et y  qui sont

(2.6) ^ ( 0 , 0 , 1 , ^ )  ■; y  (1 , v , kv2\2 , kvz!6) .

Les coordonnées du point x  qui décrit la surface 3) correspondante et que nous 
notons avec sont:

(2.7) x 1 == i ; x2 =  v ; x 3=  kv2\2 -f- u  ; x*=  kv3!6 - f  uv .

L ’équation des surfaces 3>i est:

(2.8) k (x2)3 +  3 X* —  3 x2 x 3 =  o . 

et en coordonnées non-hom ogènes

(2.9) z  =  xy  —  kx3l$ .

M ais ces surfaces sont les surfaces cubiques de Cayley (voir [1], pag. 219), 
donc:

Les surfaces réglées 3)i sont des surfaces cubiques de Cayley.
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Deuxième cas.

(2.10) j>22 = j =  c o n s t.

Il y a deux possibilités.

a )

(2.11) />22 =  j  — a2 , avec a =  const, réelle.

Dans ce cas
y =  A  =  k ; B ~  C — o ,

(2 -12) Xu* =* °  ; * w  =  k x u +  (X? X y

ÿ [  —■ y  =  kz ; z n — a2 z  =  o ;

en intégrant nous obtenons

(2.13) £ ( 0 , 0 ,  <?” , é -“") : 3/ (em, erav, kv^ kv

et les coordonnées du point générique x  sont:

(2.14) x l =e™  ; x z = e- av ; x 3 =  em (̂— +  uj ;

L ’équation de ces surfaces, que nous notons avec ©2^, 
gènes et non-hom ogènes sont respectivement:

C2-1?)

et

(2.16)

oc2x 1 =  exp —  (x2 x3 — x 1 x 4) ,

----¥ ^°ë x2 a2 &

X-4 p —
- kv u\ .

en coordonnées homo-

à)
(2.17) ~  j  — —• a2 , avec a const, réelle.

D ans ce cas:

(2-18) =  0 ; =  kxu —  a2 x  ,

et le systèm e (1.5) devient:

(2.19) y n en2y  == kz ; ^/' + a 2^ =  o .

Les coordonnées des points z  et y  sont:

(2.20) # (o o , sin OLV , cos az/) ; y  (sin olv , cos az;, —  cos , —  sin az;

et les coordonnées du point x  sont:

(2.21) x 4=  sin (w ; x 2=  cos az> ; x 3=-— ~  cosa z; -f- u sin vlv ;

a kv . ,ar4=  —  sin <w.+ u  cos az>.2a '
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L ’équation de ces surfaces, que nous notons avec est alors:

(2.22) x 1 =  x 2 tg  (x1 x 4 — ;r2 ;r3) ,

et en coordonnées non-hom ogènes

(2.23) z  =  Xy — ~ ( i  +  *2) arc tg  *  .

Troisième cas.

(2-24) Pa i= j (v )>

avec j  (zi) fonction arb itra ire  de la variable v. Le système (1.5) est m aintenant:

(2.25) y " — j y  kz ; z"— j z  =  O .

Soient f ± (y) et / 2 (zf) deux solutions linéairem ent indépendantes de l’équation 
z " — j z  — o, et S — const, leur W ronskien. En intégrant l’équation en y,  on 
obtient les coordonnées du point y  et nous avons:

(2.26) s  (o , o , f i  (y) , / 2 (v)) : y  =

=  ( / i  - / a  > j  ( A  J  f i  d z > —  f i  J / i / 2 d ^ , ~ ( / 2 J / i / a d » — A  f f l d v j j  .

Les coordonnées du point # de la surface 0  correspondant, que nous notons 
avec 3)3, sont:

(2.27) *1 =  / i< »  ; x 2= f 2(v) ;

=  - y  ( / a  J / i  —  A  J  f i  h  dv j  +  ufx (y) ;

* 4 =  - y  ( / a  J A  / a  dv —  f i j ’f l  +  uf  ̂ (y) ,

et l’équation des surfaces £>3 est:

(2.28) S (ir2 x 3 —  x 1 x 4) =  k {(x1)2 f  (x2)2 dv — (;r2)2 f  (x1)2 d^i .

D éterm inçns les surfaces réglées ^3 telles qu ’une des solutions de l’équation 
z " — j z  =  o, soit égale à j  (y). D ans ce cas nous obtenons

(2.29)

ou

V
dz

1/2 f  Ca,

(2.30) =  ?
V

où f  est la fonction de W eierstrass avec les in v a r ia n ts ^  — o — c.
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Pour c1=  o on obtient 

(2.31) = j  (v) =  6zr-a = / x (V) ,

à qui correspond la deuxièm e solution

(2.32) ~-A(v) =  ^3/30

L eur W ronskien est égale à 1 et de (2.26) il résulte: 

(2-33)

P ar conséquent: 

(2.34) *1 =  —

6 v3 \0 , 0 , - r , ---- • y’ ’ V2 30/

; x 2 =
Z/3

~3o ; V3 =  — k -j-

— k-. A _ z , 5\  .
420 /

. 6 u
; * 4  =

kzfi , V3 ----------- P .---- U
v 2 420 30

et les équations des surfaces £>3 correspondantes en coordonnées-hom ogènes 
et non-hom ogènes sont respectivement:

(2.35) x 2 (Y1)“ 1 (k +  Xs) -f 3V6
35

k (x1)' ■512 ; z =  Xy — - K ( 1 go)2/5 ^ 7/5 .

3. Surfaces réglées 0  qui sont aussi des surfaces de Peterson

D ’après A. Voss [5] on nomme surfaces de Peterson les surfaces de l’espace 
projectif à trois dimensions qui adm ettent (au moins) un réseau conjugué de 
lignes coniques. Les surfaces non réglées qui possèdent un reseau R de telles 
lignes, ont été profondém ent étudiées par B. Segre [7] qui les a nommées 
surfaces <S. Les surfaces réglées de Peterson ont été déterminées par O. M ayer 
[5] et independem m ent par Ya. P. B lank [6].

Il y a quatre types de surfaces réglées de Peterson notam m ent:

(3.1) . - ( £ ) ■  avec a=|= o ; : s  =  tang-1 ;

+ log x .

Les lignes u =  const, et v — const, d ’un réseau conjugué sont des courbes 
coniques si l’on a respectivem ent:

(3.2) K == o ; . H =■ o , .

K et H, étan t les invarian ts tangëntiels du système qui déterm ine une sur­
face de l’espace projectif P3 rapportée à  un réseau conjugué. U n réseau 
conjugué est un  réseau de Koenigs si l’on a en même tem ps

(3.3) K  =  K =  o ; H =  H =  o ,

H et K  les invariants ponctuels de l’équation de Laplace correspondante. Nous 
voulons déterm iner s’il y a des surfaces 3) qui sont aussi des surfaces réglées 
de Peterson. Pour cela nous changerons le repère asym ptotique avec un repère
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conjugué que l’on obtient en posant u =  ü  +  v, v — ü-— v. Le système (1.1) 
devient:

(3.4) x 7- +  — x_f- — x - - f p  x  =  o , x-~-\-x------ kx ---- kx ------kx --— 2 fi x  =  O,w  w  uv ' 2  u 2  v r  22 7 uu 1 vv u u v -T 22 ’

et nous avons

(3-5) H  =  K  =  R  =  K =  (k2- 4 / 22)/4 .

Donc une surface réglée 3) est aussi une surface de Peterson si et seule­
m ent si

(3-6) k2— 4 P22= o ,

et dans ce cas le réseau (ü , v) est aussi un réseau de Koenigs.
De (3.6) il s’ensuit que p 22 =  j ,  doit être seulement une constante diffé­

rente de zéro et par conséquent les surfaces 0  correspondantes doivent appar­
tenir aux surfaces (2.14) et (2.21). Observons encore que les surfaces O i , c’est- 
à -d ire  les surfaces cubiques de Cayley (2.7), ne peuvent pas être des surfaces 
de Peterson. De (3.6) et dans le cas p 22 =  a2 il résulte:

(3.7) k =  ±  2 oc ,

et nous avons le résultat suivant:

Les surfaces réglées ^2 avec y — k =  ±  2 ]lp29 =  f  2«, ou y == k =  
2 foc sont les seules surfaces O qui sont aussi des surfaces de

Peterson.
E n  observant que pour les surfaces O nous avons =  yu, nous pouvons 

dire avec B. S  egre [7] que les surfaces précédantes sont les seules surfaces 
réglées £.

De (2.16) il résulte que pour a =  '±  1, y =  k =  — 2, on obtient le qua­
trièm e type des surfaces (3.1) trouvées par O. M ayer et Ja. Blank. D u système

P(3-8) x uu= o  ; xm =  kxu +  —  x , -

qui déterm ine les surfaces 3)' de Peterson, il résulte que les deux familles de 
courbes du système doublem ent conjugué d^2 — dv2 =  o sont des courbes W  
planes, qui sont projectivement équivalentes entre elles et satisfont l’équation

(3-9)
d3x  __ k d2x k2 dx . k3 _______
du3 2 du2 4 du ' 8 X °

Les coordonnées du point générique du ces courbes sont:

(3.10) x 1 x2 =  ue 2

ou

(3-10  x  =  u ; y  =  e~kx.

Les surfaces réglées 3) qui sont aussi des surfaces de Peterson sont aussi, 
d ’après B. Segre [7], les surfaces réglées <2.
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4. Les transformées par congruences W des surfaces O.

C. Segre [8] a considéré pour la première fois les congruences W à nappes focales surfaces 
réglées. Leur étude se fait facilement avec la méthode de Fubini [1] (pages 276-278). Selon 
B ortolotti [9] une translation projective d'une surface en elle-même est une déformation projec­
tive dans laquelle les points de la surface parcourent des distances infinitésimales de longueurs 
projectives égales c'est-à-dire égales dans la métrique définie par l'élément linéaire projectif de 
Fubini.

Selon le même auteur, la condition nécessaire et suffisante afin qu'une déformation 
projective d'une surface en elle-même soit une translation projective est que les trajectoires 
du groupe de déformations soient les lignes pangéodésiques. Dans notre travail [10] nous 
avons démontré le théorème suivant:

La condition nécessaire et suffisante afin qu'une déformation projective d'une surface en 
elle-même soit une translation projective, est que les trajectoires du groupe de déformations, 
appartiennent à une congruence W. Ce qui nous a permis de déterminer toutes les surfaces qui 
admettent des translations projectives.

Dans [4] nous avons montré que les seules surfaces réglées qui possèdent un groupe Gi 
de translations projectives non-banales en elles-mêmes s'obtiennent avec $ ou y réductible à 
une constante. Le groupe de translations projectives est engendré par la t.i. réductible

3 3a : X =  •+ . Les trajectoires du groupe appartenant à une congruence W décrite

par leurs tangentes, la seconde nappe focale de la congruence est une transformée par 
congruence W des surfaces 3>.

Soit donc une surface réglée S) e t-— — ~  =  °  les trajectoires du groupe 
de t. projectives. D ’après la théorie de Fubini [1] chap. V, nous obtenons:

(4 -0  A  =  B == e~kv p, =  ke~kv X =  — ke~kv ,

et la deuxièm e nappe focale de la congruence engendrée par les tangentes 
aux trajectoires est décrite par le point

(4.2) x =  [J.X+ 2 (Axu +  Bxv) =  ke~kv x  + 2 e~kv (xu +  xv) .

Pour déterm iner les coefficients du système

(/LS) Xuu Xu~̂~ P±±X > Xvv\ YXuJr Xv~̂~ P22x

qui déterm ine la deuxièm e nappe focale, Fubini [1] in troduit comme on e 
sait, les trois fonctions N , S , T, définies par:

(4.4) N == Xp, +  2 A  (4Lu+  2APu ) —  2 B ([!*+ 2 Bp 22) ;

c _ hL 4 rp __ NV
’ 1 “  — fiB  *

On obtient ainsi:

(4.5) ¥ = 6  +  l o g | N |  ; ß +  ß =  — 2 b A  ; ÿ  +  Y =  2 A T (

. ___ _  , >-S . -    . X T
A l  ^11 ' N  > ' P 22 ^22 N  ’
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°ù  " i t  — ß» +  ß6j, +  A i  J " 2 2 =  P22 +  Y« +  yö* . et N satisfait aussi l’équa­
tion en N de Fubini [1]:

(4-6) N w +  A ß NtF +  4 Y N . =  o .

Dans notre cas (ß =  A i  =  o, 0 =  const., y =  k), on a (4.1) et

N =  * - 2 ^ 2  — 4 ^ 22) ; S =  o ; T  = k ( &  —  4 P ^ e - * ’ ,

(4-7) ~ = k e kv ; ß =  o ; y =  k , \ =  o ; \ = — 2 k ,

Pli ~  °  ’ P22 = P22 ' ' > 1̂1 = ° > "22 = A2  •
Donc la deuxièm e nappe focale est déterm inée par le système:

(4-8) xm =  o ; =  kxv —  2 kxv +  0 22 —  ^2) % ,

est une surface réglée 2), comme la première nappe focale.

D’après Finikoff [n ]  une congruence de droites qui réalise la correspondence des lignes 
de Darboux sur les deux nappes de la surface focale est une congruence de Fubini. Si la con­
gruence réalise l’applicabilité projective entre les deux nappes focales, la congruence est une 
congruence D. Ces congruences se répartissent en cinq familles D* (i == i , 2 , 3 ,4  , 5) (voir 
aussi F. Marcus [12]). Nous avons donc le résultat suivant:

1. Les transformées par congruences W  d'une surface réglée 2) sont aussi 
une surface réglée 0  de même type et les deux surfaces focales sont projective- 
ment applicables;

2. La congruence correspondante W  est une congruence D.

D’après Terracini [13] l’élément linéaire d’une congruence engendrée par les tangentes 
, du àv , ,, .,

aux courbes —  =  —  dune surface que l’on considéré la première nappe focale de la
congruence est:

dv

tangentes aux courbes 
d u f - d v  =  o. E n notan t avec x* le point générique de la seconde nappe foca­
le, on obtient avec les formules établies au commencement de ce paragraphe:

A  =  d v=  —  B kekv= — 7f

S * = o  ; {  =  1 ;

ß*==o ; J*= k =  y  ; p*x=  o ;

^ = p 2 2 - * 2 ; e >  o ; e * = 2 k ,

(4-9)

ou

(4.10)

p, _ [2 W (Bd« 4- Adz/)a — N dz< dv] du
~  4 (B2 da3 — A2 du2)

W =  ( A” + _  ( BK+ A ß  j

Si la congruence est de type W, l’élément linéaire est 

(4.90 -  Nd«2 d*3E =
4 (B3 du2 — A 2 du2) 

Considérons la congruence engendrée par les

(4-h )
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et la deuxièm e nappe focale (x*) est déterm inée par le système 

(4-8") ~  o , x* =  kx*-\- 2 kx*-\- ( p — k2) x*v 1 '  uu 7 vv u 1 v  1 vr 22 /

ce qui démontre que les surfaces (x) , (x) et (x*) sont projectivement applicables. 
Nous obtenons ainsi deux suites de surfaces réglées 3) projectivement applica­
bles. Les éléments linéaires des deux congruences sont égaux et nous avons

E  — E* — ~~ 4 A 2) d^2 dy2
4 (dv2 — du2)

Donc les deux congruences sont d'après Terracini [13] projectivement appli­
cables de deuxième espèce. D'après un résultat de F. Marcus [12] les con­
gruences sont de type D4 et les courbes du2 —  dv2 =  o sont des pangeodesiques.

Considérons tout d ’abord une surface cubique de Cayley et la congruence 
engendrée par la droite (x , x). La surface étan t une surface ci)i, nous avons 
p 22 =  o et le système (4.8) correspondant est:

(4-8') x m =  o  ; x „z, =  â x u — 2 k x v —  k ^ x .

E n intégrant nous obtenons les coordonnées du point x qui sont:

(4 .12) x 1 =  e~kv ; v2 =  ve~kv ;

x3 =  — j- uj e~kv ; V4 =  -̂----— kv3 -(- uvj e~kv

et les équations de la seconde nappe focale en coordonnées homogènes et non 
homogènes sont respectivem ent:

(4 .13) V1 (x1 x 1 —  x2 x 3) +  — k (x2)3 = 0  ; z ■= Zr +  x2 .
3 x  Z

Pour 4 ^ — 3 nous retrouvons le troisième type des surfaces réglées (3.1) 
trouvées par  O. Mayer et fa . P. Blank.

Supposons que la première nappe focale de la congruence est une surface 
^2a réglée c’est-à -d ire  p 22 =  oc2. De (4.1), (4.7) et (4.3) il résulte

(4* 14) X hh O , Xvv k x u 2  k x v ~\~ (oc k  )  X ,

et les coordonnées du point x  sont:

(4 .1 S) x1 =  é ^ v , x2 =  er<«+k> ; je3 =  e^~k> (u —  k  ( 1 —  2 ow)/4 a2) ;

x 4 =  er~^k> (— k  (1 +  2 ocv)l4 a2 +  u) .

Les deuxièmes nappes focales de la congruence, dont les premières nappes 
focales sont les surfaces (2.12), sont déterminées par les équations:

(4.16) x 1 2 a2 / x 2 X3 X1 X4 \
N ° s x

et pour 2 a2 —  k  =  o, on obtient la surface réglée de Peterson de quatrième type, 
c est—à-dire la surface z  =  — +  log x. '
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Enfin soit p %2 =  —  oc2, c’e s t-à -d ire  que la première nappe focale de la 
congruence est une surface ®2* • Nous avons alors le système

(4.17) x uu= o  ; xvv =  kxu —  i k x v—  (oc2 +  k2) x  =  o ,

d ’où en intégrant:

(4.18) r lxx =  e~kv cos olv

Ì —  e —kv ^
4 a2

'_k
, 4 a2

COS VLV -

X‘

kv  . 
2

O—kv sin (w ;

sin olv -

v  . , \— sin olv 4- u  cos olv I a /

kv  COS OLV ,-------------- \- u sin ocvj ,2a J y

et en coordonnées homogènes et non-hom ogènes les équations des deuxièmes 
nappes focales des congruences sont donc

(4-19)
X2 
X1

X 2 X 3 *—  X 1 X 4

x 1 +  (j;2)2
_  J'

2 a2 ( ’ 7 7  arcts X

Observons encore que les asyniptotiques non rectilignes des surfaces réglées S>i, b ,
sont des courbes anharmoniques, ou courbes W, et par conséquent elles se trouvent aussi sur 
des quadriques (voir G. Bol [15]).
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