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Analisi matematica. — Problema di Dirichlet ¢ misto per equa-
zioni ellittiche variazionali ®. Nota “ di Granrranco Borraro, pre-
sentata dal Corrisp. G. STAMPACCHIA.

SUMMARY. — I prove existence and unicity of the solution of Dirichlet’s problem
and a mixed problem for linear second order elliptic differential equations in divergence
form, with discontinuous coefficients in an unbounded domain.

INTRODUZIONE

In precedenti lavori ([1] e [2]) sono stati studiati il problema di Dirichlet
e il problema misto per le equazioni ellittiche del secondo ordine a coefficienti
discontinui e di tipo variazionale su insiemi non limitati e sono stati provati
esistenza ed unicita della soluzione di tale problema facendo opportune
ipotesi sui coefficienti che consentono una maggiorazione a priori della
soluzione.

In questa Nota vogliamo illustrare come si possa riottenere esistenza e
unicitd facendo ipotesi diverse, che, sebbene meno esplicite di quelle esposte
in [1] e [2], permettono di risolvere alcune equazioni che non rientrano in
quelle ivi studiate. Daremo anche un esempio di cid (n. 4).

Sia Q un aperto di R”, consideriamo le seguenti funzioni a valori reali
definite su Q

(o.1) a,; € L* (Q) G,j=1-+-1n)

soddisfacenti a

Z a,-j(x)EiEjZVIEP ove E€eR"v>o, per q.o. x€Q

ij=1
b; ,d; e L” (Q) G=1---n)
2n

ceL”?(Q) 4 L°(Q),fe L2(Q) + L2 (Q), £, € L2(Q) (f=1---n).
Studieremo il seguente problema di Dirichlet

‘ a(u,v) = (F,v) per ogni o€ H(Q)

®2) | werl(Q)

(*¥) Lavoro eseguito nell’ambito del «Centro di Studio per la Matematica e Fisica
Teorica» del C.N.R. presso 'Universitd di Genova.
(*¥*) Pervenuta all’Accademia il 1° ottobre 1973.
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ove @ & una forma bilineare continua su H§(Q) x H§ () cosi definita:

(0.3) a(u,v) =f [ ﬁl (@ o, + d; ) st (Z b; vy, + cu) v] dx
= i=1
8

~

(0.4) <F,v>=/fvdx—l—£/fivxidx

8 ’=lg
erHé (Q) indica come usualmente lo spazio di Sobolev ottenuto completando
C§(Q) rispetto alla norma

(0.3) 12 g gy = Ll 2l 2 gy + 1l 262 P2 gy 32
ove
©6) ey = | 25 o ™

Volendo discutere anche il problema al contorno misto supporremo altresi
che Q abbia frontiera lipschitziana uniformemente regolare ([3]) e che goda
di proprieta di cono. Sia I'y un sottoinsieme chiuso di 9Q e sia I'; = aQ\ I,.
Definiamo H'(Q) come completamento del sottospazio delle funzioni di C* Q)
per cui il secondo membro di (0.5) riesce finito rispetto alla stessa norma
(0.5) e consideriamo il sottospazio chiuso di H'(Q)

V= {ueH (Q): =0 su T nel senso di H'(Q)}.

Siano
2n—2

(0.7) gL MY+ LTy, kel n (Ty)+ LTy
Prenderemo in considerazione il seguente problema misto

b(u,v)={G,v) per ogni veV

(0.8) neV

ove & & una forma bilineare continua su VXV

(0.9) b(u,v)= /{ > (@ o, +d;u) Vs, + <2 b; %x,~;l~ cu)v}dx + | guvdo O,
JoLiT= =1 : y
Q Iy

”

(0.10) G, =] fode+ 3, | fiv,dx —{—/iwdc.
. 7=1, .

Q Q I

(1) Naturalmente nell’ultimo integrale # e v rappresentano le tracce di # e » su I'1.
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Useremo infine le seguenti notazioni

i 1/n
1) 06 H={xeQ: G WI=4) | m®=] |16+ d
Q.4
12
i=1---n , m(,é)zi my (F)? % » ¢=max(c,?) , ¢=max(t—c,o0)
per cui c=ct—¢,, p ()= ¢ ”L”/2 @ (essendo £ e # numeri reali non negativi).

1. COERCIVITA NEL PROBLEMA DI DIRICHLET

Prima di formulare I'ulteriore ipotesi sui coefficienti d’ordine minoie
che ci permetterd di provare la coercivitd della forma bilineare (0.3), enun
ciamo il seguente risultato di Sobolev ([4], pag. 488).

LEMMA 1.1. Sia ueHg (Q), risulta allora

(r.1) ol e g < S el
ove

111 — 24D (2o (U
(1.2) = o S= (2 P<2))

TEOREMA 1.1.  Se oltre alle ipotesi ammesse nell'introduszione esistono
E>0,t>0 tali che

(1.3) v—SmB—S"p ) — 5 5,

la forma (0.3) ¢ coerciva su H (Q)XH Q).
Dimostrazione. Tenendo conto del Lemma 1.1 e della disuguaglianza di

. 2 22
Hélder, posto o= v— Sm (£) — S?p (f) — -4

_41—’Si ha

~

/[v[uxl ) dr < a(u, 0) — 2 [(3; + &) wae,,] dx +

o]

+/c,u2dx<a(u u)——z (b; +d) un, dx +

Q(z Py
— Z/(é,‘ +d;) un,, dx + /t, wdx < a(u,u) +
' —IQ\Q G2 o
T

S) 216+ dilinainy | 1 gy 2 2 gy s Dy +

‘+Szl|5t”Ln/2 24|y < @Gy ) + Sm (B) ||, |

L%(@) L2<9>
2 af -+ 72 2 2 kin
b (P e gy + w1 aw) T 52 Ol s,
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da cui poiché ¢ >¢

(v—Sm (B —S* O — 2L P o, + (1 — o ) 12 gy aa (o, )

da cui ponendo (3=mir1(°C , 2 o? ) si ha a(u, ) 2{3][%[]?{1(9).

2 2l AR

Osservazione 1.1. E chiaro che il teorema precedente assicura la coerci-
vita in Hy(Q)xH}(Q) della forma bilineare

(1.4) : a(u,v)—{—?\(u,v)Lz(Q)
per ogni A €R per cui esistono un 2> 0 e un # > o verificanti la condizione
(1.5) v—Sm(B)—S*pt—N— " >0

(basta infatti riscrivere la condizione (1.3) tenendo conto che 'ultimo termine
e ora ¢ -+ X).

Ne deduciamo che per ogni A >0 la forma (1.4) & coerciva se esistono
un £ >0 e un ¢ > o per i quali
72 B2
4t
(che si ottiene ponendo #+-A =t e osservando che se vale la (1.6) per un certo
¢ vale la (1.5) per il corrispondente 7). La forma (1.4) & anche coerciva per
ogni A >0 se esiste #>o0 tale che

(1.7) v—Sm (0) —S%p (f) >0

(1.6) v—Sm (£) — S p (£) =

>0

(che si ha ponendo £=0 nella (1.3)).

2. COERCIVITA NEL PROBLEMA AL CONTORNO MISTO

Anche per il problema al contorno misto premettiamo un risultato rela-
tivo agli spazi di Sobolev [3] e [3].
LEMMA 2.1. Sia Q aperto di R” con frontiera lipschitziana wuniforme-

mente regolare che gode della proprieta di cono.
Sia ue H' (Q): risulta

(2.1) [l 2 ”L2*(g) <7nllu ”Hl(Q)

1 I I ‘ .
ove —g = -, ed N ¢ una costante dipendente solo da n.

Se con u indichiamo anche la traccia di u sulla frontiera si ha

2n—2

(2.2) nel "% (5Q) NL2(Q).

TEOREMA 2.1. Se oltre alle ipotesi ammesse nell'introduzione esistono
k=0,t>12p(t) tali che

( k) - nk)?

(2.3) v—am (B) —pp () — AL

se—mpay = °
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e vale
(2.4) [ a0
T,
per ogni
eeCH(QNH (Q) , ¢=o0 suT,

la forma (0.9) é coerciva su VXV.

Dimostrazione. Poniamo

£ £)2
v =y — (k) — 12 p(t) — LB L )

4@¢—n22 @)’

tenendo conto del Lemma 2.1 e della disuguaglianza di Hélder si ha

o/

/[v|ux|2+ctuz]derfguzdcgb(u,u)—Z [(5,.+d,.> wun, dx
. =1,
I Q -

Q

+/Q w?dw < b (u, u) — 25 | (b; +d) u, dxe +
. i=1,
Q Q(4,%)

— 2 [@ +d;) %x,»dx+/€¢%2dx£6(u,u)+
“lasa s a

n )12
+ m 3 z%;l ” bz + dz’ ”i"(g (,',k))g ” u “Hl<g) ” Uy ”LZ(Q) + nk “ U ”LZ(Q) ” Uy ”]_ﬁ(g) "}'

+ 7]2 ” ¢t “Lﬂ/‘&(g) ” u ”12.11 o)) <6 (%, u) + nn (’é) (” Uy ”iz(g) + ” u ”Lz(g) ” %x[|L2(g)>+
+ nk ” u “Lz(g) ” Uy ”Lz(g) + 7)215 O‘) (” u ”1242(9) + ” Uy ”ihg)) =

< b(u, 0+ n (B) |4 e +

t—12p (¢ &) + nk)?
o o () ) 2 T e e +

t—n2p (¢ % /é‘
sy L e 1l 72 O (el )

da cui poiché ¢ ¢

. 2 (% /)2
(v_,]m@__nz],@_ 2y (t n4zét(i_)):;]§n(fz) ) + 7k) );]ux11§2(9)+

‘ (=12 p (2)) (oom (k) 4 nk)? 2
= e O o w2 ) g <8, )

da cui, ponendo

S = min (l : 2y (F—n2p ()7 )

2 2y =24 @) + (o (B) + nk)
b, u) =8 ||l g -
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Osservazione 2.1.  Anche per il problema al contorno misto valgono
proprieta simili a quelle espresse nell’Osservazione I.1.
La forma

(2.3) b(u,v) + Nz, V)20

¢ coerciva in V per ogni 2€R per cui esistono £>0 e #>72p (#—NX) tali che

(om (&) + nk)?
— 2 — ) —
(2.6) v — e (&) 7] pi—N) T —1 —) >o0.
Se ne deduce che per ogni A > o0 la forma (2.5) & coerciva se esistono
k=o0,t>12p (¢), tali che

% /)2
2.7) v (f) —p () = AL o

oppure se risulta 7 (0) = 0 e per £=>7v2 p(¢) si ha

(2.8) vy >n2p ).

3. [ESISTENZA E UNICITA

TEOREMA 3.1. Nelle ipotesi del Teorema I.I. esiste una ¢ una sola solu-
zione del problema (0.2).

TEOREMA 3.2. Nelle ipotesi del Teorema 2.I esiste una e una sola
soluzione del problema (0.8).

Dimostrazione dei Teoremi 3.I. e 3.2. Per le ipotesi fatte sui coeffi-
cienti le forme @ e 4 sono continue rispettivamente su Hg (Q) XH} (Q) e VXV,
per i Teoremi 1.1 e 2.1 sono coercive, allora dal teorema di Lax-Milgram [6]
segue l’asserto.

Osservazione 3.1. Naturalmente i problemi (0.2) e (0.8) possono essere
formulati anche con dati non omogenei alla frontiera e pur di fare opportune
ipotesi per tali dati sussistono ancora teoremi di esistenza e unicitd. Queste
ipotesi sono gia state espresse in [1], Osservazione 2.

Osservazione 3.2. Lo spettro degli operatori associati alla forma bilineare,
che compare nei problemi (0.2) e (0.8), rispettivamente definiti in Hy(Q eV,
non ¢& tutto R: si pud infatti trovare A sufficientemente grande in modo che
siano soddisfatte la disequazione (1.5) per il problema di Dirichlet e la (2.6)

per il problema misto: ad esempio per la (1.5), determinati & e 7 in modo che
- 2 42
si abbia m (k) <v/3 e = '; < v[3, basta osservare che, per A sufficiente-
4

mente grande, S2p (I —A) < v/3.

Osservazione 3.3. Le condizioni (1.3) e (2.3) non sono né pitt né meno
restrittive di quelle ammesse in [1] e [2] per provare teoremi di esistenza e
unicita. Infatti le ipotesi ammesse in [1] e in [2] non impongono ai &; altro
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che I'appartenenza ad un dato spazio e quindi esistono forme che le soddisfano
senza che possano verificare (1.3) e (2.3), viceversa perd in [1] e [2] seid;
sono nulli si richiede a ¢ di essere positivo nel senso delle distribuzioni mentre
(1.3) e (2.3) permettono a ¢ di essere anche negativo, purché la norma della
parte negativa non sia troppo grande.

Illustreremo brevemente cid nel prossimo numero con un esempio.

4. EsEmrIO.

Consideriamo la seguente forma bilineare continua su H(l) (Q) xHy (Q).

(4.1) d(u, ) = 2 / 0,0, dx / quvdr el (Q) L L™(Q)

=4,

che traduce in forma variazionale 'operatore di Schroedinger; poniamo

_ lal—¢
0= 2

e sia

(42) 120 s gy <55 °

Allora ogni A > o appartiene al risolvente dell’operatore associato a d.
Infatti la condizione (1.7) & verificata ponendo #= o.

E chiaro che se avessimo dovuto utilizzare i Teoremi I e 2 di [1] avrem-
mo dovuto imporre ¢ > K >0 (nel senso delle distribuzioni) mentre (4.2)
permette a ¢ di essere anche negativo.
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