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Algebra. — Préanneaux idempotents. Nota di ANDRE BATBEDAT,
presentata @ dal Corrisp. G. Zappa.

RIASSUNTO. — Richiamate in breve le nozioni di preanello e di prealgebra introdotte
recentemente da P. Janin [5]. si determina la struttura dei preanelli idempotenti, essa risulta
pilt generale di quella di preanello booleano studiata in [4].

INTRODUCTION

L’étude des structures de préanneau et de préalgébre est récente et les
résultats obtenus se trouvent essentiellement dans des théses ou des comptes
rendus. Aussi avons-nous consacré le Chapitre I & leur présentation: on peut
dire succintement qu'un préanneau est & un anneau ce qu’un espace affine
est & un module; le passage se fait par oubli du zéro.

On connait, en théorie des anneaux et en théorie des treillis, 'importance
des anneaux booléens. Dans le Chapitre II nous considérons les préanneaux
idempotents et nous établissons des conditions nécessaires qui permettent,
au Chapitre III de déterminer leur structure.

I. GENERALITES SUR LES PREALGEBRES

Soit 7 un anneau (associatif) de neutre 1 et de zéro w.

Nous avons montré ([1], Théoréme 3) qu'un w-espace affine F peut
étre caractérisé comme I'ensemble F muni d’une application de F2X 7 X F
dans F, notée (2,6, «,c), appelée opération affine, et vérifiant:

Ar: (@,8,1,0)=(c,b,1,a) et (a,a,r1  0) =20
Ayt (a,6,0a+P,0)=(a,6,a,(a,5,B,0)
As: ((a,6,0,0),d,B,0)=(a,b,08,(c,d,B,¢).
Un sous-espace affine M de F est une partie de F stable pour I'opéra-

tion affine, quel que soit « € .

Un morphisme de m—espaces affines de F dans F' est une application 0
vérifiant pour tous @, 4, ¢, de F, « de m:

(@,6,0,0)0=(a)60,)0,«,()H0).

Soit (F,),.; une famille de m—espaces affines: I"ensemble produit des F;,

muni de lopération ((2,), (5),a, () = (4, 6;, a, ), est le m-espace
affine produit des F;.

(*) Nella seduta del 26 novembre 1973.
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Soit F un m-espace affine; F est canoniquement muni de la loi ternaire:
(@a,6,6)>a—b+c=(a,b,1,c) (notation justifiée par A;). On montre
que cette loi ternaire est associative c’est—a-dire vérifie:

(a—b+c)—d+te=a—(b—c+d)+e=a—b+ (c—d+e).

Plus généralement la notation: @ — & 4 ¢, permet de modifier I'ordre
des couples: signe, lettre (4 étant sous—entendu pour la premiére) et d’utiliser
les parentheses en appliquant la regle des signes.

La structure ternaire ainsi obtenu sur F est qualifiée de: groupe ternaire
tripotent (tripotent cn raison de: @ —a -+ @ = a). Pour des précisions sur la
notion de groupe ternaire on pourra consulter [3]; en particulier on y trou-
vera sept caractérisations d’un groupe ternaire tripotent.

Nous venons de justifier I'expression: un m—espace affine est un groupe
ternaire tripotent.

Réciproquement nous dirons qu’'un groupe ternaire tripotent est un
n—espace affine s’il est muni d’une opération affine: (¢, 4, «, ¢) pour laquelle
(@,6,1,¢) est la loi ternaire initiale. Des conventions analogues seront appli-
quées a d’autres structures sans de nouvelles explications.

En [1], Théoréeme 1, nous avons démontré la:

PROPOSITION 1.1.  Tout groupe ternaive tripotent est un Z—espace affine
(Z: annean des entiers relatifs).

DEFINITION l.2. Un groupe ternaire tripotent est de caractéristique »
(n > 1) si cest un Lln—espace affine.

Une loi ternaire: (@, 6, c) —d, est commutative si d est indépendant de
Pordre de @, 4, c.

THEOREME 1.3. Un groupe ternaive tripotent G est de caractéristique 2
st et seulement st il est commutatif:

Preuve. Si G est un Z[2—espace affine:
(b,a,1,0)=(@,b0,w,0,a,1,0c)
=(a,b,15(a,b,1,(6,a,1,0))
=(a,b,1,c).

Si G est commutatif. On détermine une opération affine canonique associée
a.Z|2 en posant: (a,b,w,c)=cet (a,b,1,c)=a—0b+c.

A la fin de [3] nous avons relié la propriété algébrique ‘de commutativité
pour un groupe ternaire tripotent & des propriétés géométriques sur le
Z-espace affine associé par I'intermédiaire des translations et des symétries. ..

:Dans [5] P. Janin a défini un préammnear P comme un groupe ternaire
tripotent (nous adaptons sa définition compte tenu de [3]), muni d'un pro-
duit binaire: (a, 6) — ab, associatif et distributif dans le sens suivant:

(¢—0b+c)d = ad—bd 4 cd
d(a—b + ¢) =da—db + de.
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Tout préanneau P est muni de la loi binaire: (2, 8) - aVbé=a — ab -+ b,
appelée disjonction [5]; le groupe ternaire tripotent P muni de la disjonction
est un préanneau P. La disjonction sur P étant le produit initial sur P, le
passage de P & P est appelé @ualité [5]; dans la suite nous utiliserons exclu-
sivement cette dualité.

Comme pour un anneau les notions de commutativité, d’élément neutre,
zéro ou idempotent (¢ = @),-- -, pour un préanneau concernent le produit.

On vérifie que:

LEMME 1.4. LZa dualité conserve la commutativité et Iidempotence. Elle
échange zéro a gauche [resp.: & droite] et neutre & gauche [resp.: & droite].

Dans [2] nous définissons une m—préalgébre P comme un m—espace affine
muni d’un produit binaire distributif dans le sens suivant:

(@,b6,a0,c)d = (ad,bd, o, cd)
d@,b,a,c)=(da,db,a,d).

Ici ce produit sera toujours associatif.

Une sous—préalgébre de la n—préalgebre P est un sous—espace affine stable
pour le produit.

Un morphisme de m—préalgébres est un morphisme 6 pour les w—espaces
affines vérifiant aussi: (@6) 6 = (@) 0 () 6.

Soit (P,);.; une famille de m-préalgébres: le m—espace affine produit
des P;, muni du produit binaire (;) (8,) = (a; &;), est la w—préalgebre produit
des P,.

Dans [2] nous avons établi les deux propriétés suivantes:

PROPOSITION L.5. Une m—préalgébre est une m—algébre si et seulement si
elle contient un zéro.

PROPOSITION 1.6. Toute m—préalgébre est un préanncau. Tout préannean
est une Z-prénlgibre.

La caractéristique d’'une m—préalgébre P est celle du groupe ternaire tri-
potent P (Définition I.2); c’est donc aussi celle du préanneau P.

La dualité conservant le groupe ternaire tripotent on obtient le:

LEMME 1.7. La dualité conserve la caractéristique.

II. PREALGEBRES IDEMPOTENTES

Une m—préalgebre est idempotente si tout élément est idempotent.

Exemples fondamentanx:

i) Tout annean booléen est un préanneau idempotent avec zéro, com-
mutatif et de caractéristique 2. Tout préanneau idempotent avec zéro est
un anneau booléen (Proposition I.5).

22. — RENDICONTT 1973, Vol. LV, fasc. 5.
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ii) Par dualité il en résulte que tout préammean idempotent umitaire
est commutatif et de caractéristique 2.

iif) Tout m—espace affine est clairement une m—préalgebre pour le pro-
duit: @6 = a. Un tel préanneau, qui est idempotent, sera appelé préannean
neutre & droite (on pourrait aussi bien dire: préanneau zéro A gauche).

iv) Par dualité un préannean neutre & gawuche est muni du produit:
ab = b.

Tout ensemble avec un seul élément est de maniére unique une m—préal-
gebre idempotente que l'on qualifie de #7viale; un tel préanneau peut étre
rattaché a 'un quelconque des exemples précédents.

Les exemples iii) et iv) montrent que, contrairement au cas des anneaux,
un préanncan idempotent n'est pas nécessairement commutatif ou de caracté-
ristique 2.

Soit (P;), ; une famille de m—préalgebres, P leur produit, g, un élément
distingué idempotent dans chaque P, et Q; la partie de P, ensemble des
(@j);¢; pour lequels @; parcourt P; et a;=p; pour tout j==7; on vérifie que:

LEMME IL.1. Pour tout i € 1,Q; est une sous-préalgeébre de P isomorphe & P,.

On peut ainsi identifier P; et Q;. L’exemple iii) montre que ce plongement
des composantes dans le produit est valable pour des m—espaces affines.

Nous allons maintenant faire une construction trés importante pour la suite,

Soit B un anneau booléen, C un préanneau idempotent unitaire, D un
préanneau neutre a droite, E un préanneau neutre a gauche et A leur pro-
duit, ensemble des (6,¢,d,e) muni des lois canoniques: A est un préan-
neau idempotent.

Considérons un élément distingué dans chacun de ces ensembles: nous
choisissons le zéro 4, de B, le neutre ¢, de C, un élément &, [resp.: ¢,] de D
[resp.: E] et £ = (&g, ¢y ,dy,¢). Par le Lemme II.1, on peut maintenant
identifier B, C, D, E, 4 des sous—préalgebres de A; en particulier boscordy, e,
se confondent avec £.

Ceci étant chaque élément @ de A s’écrit de maniére unique: & + ¢ -
+d+e—k—/k—+Fk ou plus simplement: a =6 +¢c+d +e—3 k.

Soit @; = b, +¢; +d; +¢;— 3k avec i€{1,2}: il résulte de nos
hypotheéses que le produit a; @, dans A est donné par:

dlaz == bléz +51£2 "]—a]l +32—3/é.
ol by by [resp.: ¢;¢g] est le produit dans B [resp.: C]. Comme 4 est zéro
dans B et neutre dans C, on obtient le:
LEMME I1.2. Quels que soient 6€B,ce€C,deD,ec€E, is vérifient

dans A:

be=cb=cd=ec=c ; db=d ; be=e¢

ce=c—k+e ; de=d—rt+c ; de=d—Fk-+e

bd = eb = ed = k.
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Par convention xV (y2) et (xy)V 2 seront notés sans parenthéses.
Pour tout @ = & 4 ¢ 4 d + ¢ — 3 £ on vérifie que:

kt=c—k-+e ; ak=c—rk+d ; EVa=b—F+d;

aVk=6b6—F+e.
On en tire le:

LeEMME I1.3. Powur tout a =6 +c +d +e— 3k de A:
i) £VaVik=9;
i) kak = ¢
iii) (AVa) k= £V ak = d
iv) kaVikek=rlk(aVEk) =e.

Ainsi la partie B [resp.: C, D, E] est encore I'’ensemble des: A2V aV 4
[resp.: kak , £\ ak , kaV k] pour a parcourant A.
Nous allons montrer que cette situation est générale.

III. STRUCTURE DES PREANNEAUX IDEMPOTENTS

Soit P un préanneau idempotent, 2€ P, B lensemble des: £V zxV 4,
C l'ensemble des: £x£,D l'ensemble des: 2V x% et E I’ensemble des: AxV 2
pour x parcourant P.

La dualité échange B et C. Comme: £V xk=(£V x) &, et kx\ b=k (xV ),
elle échange aussi D et E.

LemMe I1l.i. B,C,D,E sont des sous—préanneaux de P. Les lois
induites font de:

B) un annecaun booléen de zéro k;

C) un préanncan idempotent de neutre k;
D) un préannean neutre & droite;

E) un préannean neutre & gauche.

Prewve. La stabilité pour la loi ternaire résulte de la distributivité du
produit et de la disjonction.

C est évidemment stable pour le produit et % est neutre dans C.
didy = d1 pour dy et dp dans D résulte de 1'égalité: % (£V yk) = £.

On termine en utilisant la dualité.

On peut alors considérer le préanneau A du II, produit de B,C, D, E.
Soit 6 l'application de A dans P:

0: (b,c,d,e)eA>b+c+d+e—3k€P,
et ¢ Papplication de P dans A:
Y: x€P—(kVaVek,kxk,kVak, kxVE)eA.
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LeMME I11.2. 0 et § sont réciproques et respectent les lois ternaires.

Preuve. Compte tenu des propriétés de £ (Lemme III.1) on voit que 0
puis ¢ est l'identité sur A.

Développons: £VxV & + kxk - kVxk 4 kx\V ke — 3 £; il vient: (k4 x—
~—xk — kx A kxk) + kxk 4 (b — kxk + xk) + (bx — kxk + £)— 3k, C'est-a—

dire: x. Par conséquent { puis 0 est I'identité sur P.

CorROLLAIRE IIL.3. Soit (b,c,d,e)€A avec: b=FkNy\VEk,c=hzb,
d="FkNthk,e=rku\N k. Il existe x € P pour lequel: b= kN xV k,c= kxk,
d=FkNVxk,e="FkxVE

LEMME III.4. Les propriétés du Lemme II.2 sont vérifiées dans P.

kY

Preuve. ec = ekxk = kxk = ¢, puisque % est zéro A droite dans E.
Pour des raisons analogues: bc = cb =cd = ¢ ;db=d ; be = e.
On utilise maintenant le Corollaire III.3:

ed = (kx\V k) (kN xk) = £k
cVe=hxh\ hxVik=hehV b=~k car krk\ kx — kxk.

De méme: dV e =4
Enfin par dualité: dV e = bd = eb = .
Développons alors dans P le produit:

Gr+a+di+e—3k) (6 +cy+dy+ey—3 k).

Apres simplification on obtient: 4,6y + ¢y ¢ +d; + e, — 3 £, ce qui
prouve que 0 respecte le produit; c’est donc un isomorphisme de préanneaux.

D’otu le: i

THEOREME IIL.5. Tout préanneawn idempotent est isomorphe & un pro-
duit de préamneaux constitué par:

un anneau booléen;

un préannean idempotent unitaire,
un préannean neutre & droite;

un préanneau neutre & gauche.
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