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Algebra. — Sugli anelli commutativi unitari in cui ogni ideale 
proprio è primo. Nota di P aolo M a r o sc ia ^ , presentata '<(*) **) dal 
Socio B. S eg re .

Summary. -  In this paper, commutative rings with identity in which every (nonzero) 
proper ideal is prime are characterized.

Recentem ente, è stata  data  in [3] una classificazione degli anelli com
m utativ i unitari in cui ogni ideale proprio d) è massimale, con Fuso di 
calcoli e verifiche dirette.

Scopo della presente N ota è quello di m ostrare come, in base a semplici 
proprietà di topologia spettrale, si possa giungere rapidam ente a caratte
rizzare, più in generale, gli anelli com m utativi con unità in cui ogni 
ideale proprio è primo. T uttav ia, inaspettatam ente, i risultati a cui così 
si perviene nelle ipotesi attuali, coincidono esattam ente con quelli ottenuti
in [3].

Cominciamo col provare il seguente:

Lemma. Sia  A un anello commutativo unitario tale che ogni suo ideale 
proprio sia primo. Allora valgono le seguenti proprietà'.

i ) A  possiede al p iù  due ideali massimali;
2) se A  è inoltre un dominio di integrità, esso risulta un campo.

Dimostrazione. Infatti, se, per assurdo, la 1) non fosse vera, presi 
com unque in A due m assimali distinti irq e ni2, si avrebbe (cfr. [1, Par. 4, 
n - 3]): {nq} U {% }  =  V  (a) C Spec (A), dove a è un certo ideale di A, il 
quale, in virtù delle ipotesi fatte, (cfr. [1, Cor. 2, p. 130]), risulta necessaria
mente l’ideale nullo, sicché: { n ti} u  { m2 } =  Spec (A); ciò contraddice quanto 
si era supposto all’inizio, onde l’asserto.

Q uanto alla 2), basta osservare che, fissato com unque in A  un ideale 
proprio principale p, avendosi certam ente (cfr. [1]): V(p) =  V (p2), risul
terebbe, in virtù delle ipotesi fatte su A :  p =  p2; m a ciò è assurdo, com ’è 
subito visto, confrontando i generatori di p e di p2, giacché, per ipotesi, A  è 
un dominio di integrità. Dunque, ogni elemento non nullo di A è invertibile 
e ciò basta per concludere.

(*) Attualmente borsista del C.N.R. presso l’Université de Paris-Sud (Orsay).
(**) Nella seduta del 26 novembre 1973.

(1) Ossia diverso dall’ideale nullo e dall’intero anello.
(2) Supposto esistente.
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Poggiando sul Lem m a, siamo in grado di dim ostrare il risu ltato  annun
ciato:

TEOREMA. Sia  A  un anello commutativo con unità in cui ogni ideale 
proprio è prim o. Allora necessariamente vale una delle due seguenti alter
native'.

a) A  possiede un solo ideale massimale ut =f= (o) : in tal caso nt è
runico ideale proprio ^  di A  e si ha inoltre m2 =  (o);

b) A possiede due ideali massimali distinti nq e m2 : in tal caso, V omo
morfismo <p: A’-> A/nq X A/rn2 , definito in modo naturale, risulta un isomor
fismo.

Dimostrazione. Cominciamo col provare la a). Infatti, se, per assurdo, 
esistesse un ideale proprio p 4= allora, tenendo presente (cfr. [1]) che 
V (p) risulta omeomorfo a Spec (A/p) e applicando il Lem m a, si giungerebbe 
ad una contraddizione; per concludere nel modo voluto,, basta osservare che 
A risulta certam ente un anello (locale) artiniano.

N ell’altro caso di cui in b), che è il solo ulteriorm ente possibile in base al 
Lem m a, si ha senz’altro, in virtù ancora del Lemma, {liti} u  {nt2} =  Spec (A), 
da cui, per le ipotesi fatte su A, nq n  nt2 =  (o); ma, d ’altra parte, si ha 
anche: nq +  nt2 =  (1), onde l’asserto.

E  subito visto che le due eventualità contem plate dal Teorem a si p re
sentano di fatto: basta pensare, per il primo caso, ad un anello del tipo: 
k [T ]/(T2), essendo k un campo qualunque e T  u n ’indeterm inata, e, per 
l ’altro caso, al prodotto diretto di due campi qualsiansi.

D al Teorem a e dalle considerazioni fin qui svolte, segue subito, (cfr. [3]), 
il seguente:

C o ro lla r io . Sia  A  un anello commutativo con unità. Allora le seguenti 
condizioni risultano fr a  loro equivalenti'.

a) ogni ideale proprio d i A e massimale\
ß) ogni ideale proprio d i A  è primo\

Osservazione. È  opportuno notare che la condizione: « ogni ideale proprio 
di A  è, radicale (ossia coincide col proprio radicale) » non è equivalente a 
quelle riportate nel Corollario: basta pensare, per esempio, al prodotto diretto 
di un num ero finito di campi qualsiansi. T uttav ia, la validità della parte 2) 
del Lem m a rim ane inaltera ta  quando vi si adotti tale condizione, come si 
verifica subito ripetendo con ovvie varianti in questo caso la dim ostrazione 
sopra sviluppata.

(3) È chiaro che, se fosse m =  (o), A risulterebbe un campo.
(4) È subito visto che m risulta necessariamente principale.
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Per finire, conviene rilevare che, da un punto di vista geometrico 
(cfr. [2]), il problema dianzi risolto equivale a quello di caratterizzare gli 
schemi affini in cui ogni sottoschema chiuso (proprio) è integro.
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